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Aufgabe 19: Doppelpendel (5 Punkte)
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(a) Formulieren Sie die Zwangsbedingungen für das ebene
Doppelpendel und führen Sie die Winkel θ1 und θ2 als
generalisierte Koordinaten ein. (1 Punkt)

(b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion auf und bestimmen
Sie die Bewegungsgleichungen. (2 Punkte)

(c) Beschränken Sie sich auf kleine Schwingungen und lö-
sen Sie die Gleichungen mit dem Ansatz(

θ1(t)
θ2(t)

)
=
(
a1
a2

)
eiωt. (1)

Diskutieren Sie die Lösung für die folgenden drei Fäl-
le:
(i) m1 � m2,
(ii) m1 � m2,
(iii) m1 = m2 = m, l1 = l2 = l

(2 Punkte)
Aufgabe 20: Hantel mit Reibungskraft (8 Punkte)
Zwei Punktmassen sind durch eine masselose Stange der Länge L starr zu einer Hantel verbunden
udn können sich in der x-y-Ebene bewegen. Beide Massen unterliegen einer Reibungskraft, die
proportional zu ihrer Geschwindigkeit ist.
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(a) Führen Sie als verallgemeinerte Koordinaten qk die Schwerpunktkoordinaten xs, ys der Hantel
und den Winkel φ zwischen der Hantel und der x-Achse. (2 Punkte)

(b) Stellen Sie die Lagrangefunktion auf. (2 Punkte)

(c) Berechnen Sie die verallgemeinerten Reibungskräfte Qk. (2 Punkte)

(d) Geben Sie die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichungen an. (2 Punkte)
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Aufgabe 21: Infinitesimale und endliche Drehungen (7 Punkte)
Für Infinitesimale Drehungen um die kartesischen Koordinatenachsen sind folgende Erzeugende
gegeben:

Jx =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 Jy =

 0 0 1
0 0 0

−1 0 0

 Jz =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 . (2)

(a) Beweisen Sie die Kommutatorrelation

[Ji,Jj ] ≡ JiJj − JjJi =
∑

k=x,y,z
εijkJk mit (x,y,z) = (1,2,3). (3)

(2 Punkte)

(b) Berechnen Sie J2n
i und J2n+1

i und leiten Sie unter Verwendung der Reihendarstellung der
Exponentialfunktion die elementaren Drehmatrizen R(αex) = eαJx , R(βey) = eαJy und
R(γez) = eαJz her. (2 Punkte)

Schreiben Sie nun mit dem Wissen aus (b) die Rotationsmatrix für

(c) eine 90◦ Drehung um die z-Achse und dann eine 90◦ Drehung um die ursprüngliche y-Achse.
(1 Punkt)

(d) eine Drehung, so dass der Vektor a = ex + ey + ez parallel zur neuen z-Achse ist. Beachten
Sie, dass diese Beziehung nicht eindeutig die Rotationsmatrix spezifiziert. (2 Punkte)
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