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(O Aufgabe 17: Adiabatische Entwicklung eines Spin-1/2-Systems
Gegeben sei ein Elektron in einem zeitabhéingigen Magnetfeld konstanter Stéarke By und zeitabhén-
giger Richtung

B(t) = By (sin f cos(wt)e, + sin fsin(wt)e, + cosfe) . (1)

Wir vernachléssigen den kinetischen Beitrag des Elektrons und betrachten nur den Hamiltonian

H(t) = ——B(t)- S, (2)

mc

wobei S der Spinoperator fiir Spin-1/2-Teilchen ist. Der Zustand des Elektrons wird durch einen
zweikomponentigen Spinor
Pp(t)
1)) = 3

beschrieben, wobei die Spins entlang der z-Achse quantisiert sind.

(a) Schreiben Sie den Hamiltonian als 2 x 2-Matrix, welche auf den zweikomponentigen Spinor
wirkt.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenzustinde des Operators

H(t) [x+ (1) = Ex [x+(t)) - (4)

Bestimmen Sie die Eigenzusténde so, dass sie die gleiche Periodizitéit wie H (t) aufweisen, dh
X+(t) = x+(t+7) mit 7 = 27 /w.

(c) Das Elektron befinde sich zur Zeit ¢ = 0 im Zustand [¢(0)) = |x—(0)). Wenn die Frequenz
w klein genug ist, ist die Zeitentwicklung des Spinors |¢(t)) adiabatisch. Nutzen Sie das
adiabatische Theorem um die Zeitentwicklung des Zustands |¢(¢)) anzugeben. Geben Sie die
dynamische und die geometrische Phase (Berry-Phase) explizit an.

(d) Finden Sie die exakte Losung der Schrodingergleichung

. d
ihy [0(8) = H(t) [4(2)) (5)

mit [1(0)) = |x—(0)) und vergleichen Sie das Ergebnis mit (c). Unter welcher Bedingung ist
die Anwendung des adiabatischen Theorems gerechtfertigt?
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(O Aufgabe 18: Rabi-Oszillationen im Heisenbergbild
Der Hamiltonoperator eines Zwei-Niveau-Systems ist gegeben durch

7 =" 1) (). ()

Folgende Operatoren sind im Schrodingerbild definiert
oy =+ (=, o-=[) ] G=H){FH -[=-) (-] (7)
(a) Berechnen Sie die Kommutatoren von 64 . untereinander, sowie mit H.

(b) Geben Sie die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir 64 .(t) an und 16sen Sie diese.
Zwischenergebnis: 6,(t) =1i(6_ — 64 )sin(Qt) + 6, cos(Qt).

(¢) Der Zustandsvektor im Heisenbergbild sei |¢y) = |[+). Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
das System im Zustand |+) zur Zeit ¢ zu finden. Rechnen Sie im Heisenbergbild! Plotten Sie
die Wahrscheinlichkeiten iiber 2t. Was fallt auf?

Hinweis: Driicken Sie |£) (£| durch 6+ , aus.

(O Aufgabe 19: Geladener harmonischer Oszillator mit linearer Stérung
Ein eindimensionaler geladener harmonischer Oszillator besitzt die Ladung ¢, Masse m und Kreis-
frequenz w. Zur Zeit tg = —oo befinde er sich in seinem Grundzustand.

(a) Wie lautet der Hamiltonian, wenn der harmonische Oszillator dem homogenen elektrischen

Feld )
A
B(t) = S exp (—2) 5)

ausgesetzt ist? Nehmen Sie eine Dipolwechselwirkung an. Hierbei ist 4,79 € RT.

(b) Berechnen Sie in erster Ordnung zeitabhingiger Storungstheorie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
den Oszillator zur Zeit t = +00 in seinem n-ten Energiezustand anzutreffen.

(c) Unter welcher Voraussetzung bzgl. der Grofien A und 7y ist die Beschrankung auf erste Ord-
nung Stérungstheorie moglich?

Hinweis: Verwenden Sie die Relation

/ dzeE=d* = \/?, ceR*,deC. 9)
R c



