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Aufgabe 39 (Votier) Kugelkoordinaten 9 Punkte

Eine Bahnkurve sei durch die Kugelkoordinaten r(t), ϑ(t), ϕ(t) gegeben. Zeigen Sie, dass die
Vektoren

er =

 sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ

 , eϑ =

 cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ
− sinϑ

 , eϕ =

 − sinϕ
cosϕ

0


ein Orthonormalsystem bilden. Skizzieren Sie diese Vektoren sowie den Ortsvektor r =
r(t) er(t) für einen Zeitpunkt t = t0. Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor

ṙ =
d

dt
( r(t) er(t) )

und drücken Sie ihn in der Basis er, eϑ, eϕ aus.

Aufgabe 40 (Votier) Divergenz und Rotation 16 Punkte

(a) Gegeben sei das Potenzial

V1(r) =
1

2
Dr2 =

1

2
D|r|2 =

1

2
D(x2 + y2 + z2)

mit der Konstanten D. Berechnen Sie den Kraftvektor

F1(r) = −∇V1(r) mit ∇ = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
.

Skizzieren Sie das Vektorfeld F1(r) in der x-y-Ebene (z = 0). Ermitteln Sie ∇ · F1(r)
und ∇× F1(r). (4 Punkte)

(b) Skizzieren Sie das Vektorfeld

F2(r) = D

−yx
0


in der x-y-Ebene (z = 0). Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation von F2(r) wie
in Aufgabenteil (a). Besitzt das Vektorfeld ein Potenzial V2(r)? (4 Punkte)

(c) C sei der positiv orientierte Kreis mit Radius R in der x-y-Ebene um den Koordina-
tenursprung:

C : ϕ→ R

cosϕ
sinϕ

0

 , ϕ ∈ [0, 2π) .
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Berechnen Sie die Kurvenintegrale

Ai =

∫
C
Fi · dr .

Wurde Arbeit entlang des Weges verrichtet? (4 Punkte)

(d) Benutzen Sie den Satz von Stokes, um die Integrale Ai zu ermitteln. (4 Punkte)

Aufgabe 41 (Schriftlich) Zylinderkoordinaten 17 Punkte

Mit

∇ = ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z

ergibt sich in kartesischen Koordinaten für den Laplaceoperator

∆f(x, y, z) = div (grad f) = ∇ · (∇f) =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
f

und für die Rotation

∇× F(x, y, z) = rotF = ex

(
∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z

)
+ ey

(
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x

)
+ ez

(
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y

)
mit F(x, y, z) = exFx + eyFy + ezFz.

(a) Verifizieren Sie, dass die Vektoren

e% = cosϕ ex + sinϕ ey , eϕ = − sinϕ ex + cosϕ ey , ez

ein Orthonormalsystem bilden. Skizzieren Sie diese für einen Punkt

r = % e% + z ez

auf einem Zylinder. Ermitteln Sie e% × eϕ, e% × ez, eϕ × ez,
∂e%
∂ϕ und

∂eϕ
∂ϕ . (7 Punkte)

(b) Es sei nun

∇̃ = e%
∂

∂%
+ eϕ

1

%

∂

∂ϕ
+ ez

∂

∂z
.

Berechnen Sie ∇̃g(%, ϕ, z) und ∇̃ · (∇̃g). Beachten Sie die Produktregel und die Ortho-
gonalität der Vektoren e%(ϕ), eϕ(ϕ) und ez. (5 Punkte)

(c) Ermitteln Sie
∇̃ ×G(%, ϕ, z) = e%(· · · ) + eϕ(· · · ) + ez(· · · )

mit G(%, ϕ, z) = e%G% + eϕGϕ + ezGz. Was ergibt sich für G = %eϕ? (5 Punkte)

Anmerkungen: Der Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch

∂2

∂%2
+

1

%

∂

∂%
+

1

%2
∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Für die Rotation gilt

rotG = e%

(
1

%

∂Gz

∂ϕ
− ∂Gϕ

∂z

)
+ eϕ

(
∂G%

∂z
− ∂Gz

∂%

)
+ ez

(
∂Gϕ

∂%
− 1

%

∂G%

∂ϕ
+
Gϕ

%

)
.
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