Ubungen zur Vorlesung WS 2015/16
Mathematische Methoden der Physik Blatt 12
Apl. Prof. Doz. Dr. Johannes Roth Ausgabedatum: 20.1.2016

Abgabedatum: 27./28./29.1.2016
Aufgabe 39 (Votier) Kugelkoordinaten 9 Punkte

Eine Bahnkurve sei durch die Kugelkoordinaten r(t),9(t), p(t) gegeben. Zeigen Sie, dass die
Vektoren

sin ¥ cos cos v cos —singp
e, = | sindsing |, ey=| cosvsing |, e,= CoS
cos —sin® 0

ein Orthonormalsystem bilden. Skizzieren Sie diese Vektoren sowie den Ortsvektor r =
r(t) e,(t) fiir einen Zeitpunkt ¢t = to. Bestimmen Sie den Geschwindigkeitsvektor

. d
# = (r) en(t))

und driicken Sie ihn in der Basis e,, ey, e, aus.

Aufgabe 40 (Votier) Divergenz und Rotation 16 Punkte
(a) Gegeben sei das Potenzial
1. 1 o _ Ll 2 o o
Vi(r) = 2Dr = QD\T\ = 2D(QU +y 42

mit der Konstanten D. Berechnen Sie den Kraftvektor

Fi(r)=—-VVi(r) mit V:exax+ey§y+ezaaz.
Skizzieren Sie das Vektorfeld Fj(r) in der z-y-Ebene (z = 0). Ermitteln Sie V - Fi(r)
und V x Fi(r). (4 Punkte)
(b) Skizzieren Sie das Vektorfeld
-y
Fy(r)=D | x
0
in der z-y-Ebene (z = 0). Berechnen Sie die Divergenz und die Rotation von Fy(r) wie
in Aufgabenteil (a). Besitzt das Vektorfeld ein Potenzial Va(r)? (4 Punkte)
(¢) C sei der positiv orientierte Kreis mit Radius R in der x-y-Ebene um den Koordina-
tenursprung:
cos
C:p—R|sinp |, ¢pel0,2n).
0



Berechnen Sie die Kurvenintegrale

C

Wurde Arbeit entlang des Weges verrichtet? (4 Punkte)
(d) Benutzen Sie den Satz von Stokes, um die Integrale A; zu ermitteln. (4 Punkte)
Aufgabe 41 (Schriftlich) Zylinderkoordinaten 17 Punkte
Mit
V=e—-—+e 9 +e 9
- Yoz Yoy “0z

ergibt sich in kartesischen Koordinaten fiir den Laplaceoperator

2 2 2
Af(x,y,z) =div(grad f) =V - (Vf) = (i—k%%—i) f

und fiir die Rotation
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mit F(z,y,2) = e, F, + e F + e, F.

(a) Verifizieren Sie, dass die Vektoren
e, =cospe, +sinpe,, e,=—sinpe;+cospe,, e,
ein Orthonormalsystem bilden. Skizzieren Sie diese fiir einen Punkt

r=ype,+ze,

auf einem Zylinder. Ermitteln Sie e, x e,, €, x e, e, X e, %—ej und %%". (7 Punkte)
(b) Es sei nun
V=e g +e lg +e 2
%00 ooy CO0z’

Berechnen Sie Vg(p, ¢, z) und V - (Vg). Beachten Sie die Produktregel und die Ortho-
gonalitét der Vektoren e,(y), e, (¢) und e,. (5 Punkte)

(¢) Ermitteln Sie .
V x G(Q,(,D,Z) :eg()+e¢()+ez()
mit G(o, ¢, z) = €,G, + e,G, + e.G,. Was ergibt sich fiir G = pe,? (5 Punkte)

Anmerkungen: Der Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten ist gegeben durch
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Fir die Rotation gilt
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