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Vorwort

Dies ist ein Transkript der Vorlesung Mlathematische Methoden der Physik im Wintersemester
2015/2016. Die Vorlesung hielt in diesem Semester Priv. Doz. Dr. Johannes Roth. Sie orientiert
sich an den vorherigen Vorlesungen von Prof. Dr. Hans Peter Biichler und Priv.-Doz. Dr. Holger
Cartarius. Vielen Dank auch an den Mitwirkenden Jonathan Luft fir seine Arbeit beim Korrektur
Lesen und sténdigem Beitrag zur Verbesserung des Inhalts.

Ziel der Vorlesung ist es, den Studierenden einige wichtige mathematische Werkzeuge in die Hand
zu geben, um den physikalischen Alltag meistern zu kénnen.

Dieses Transkript wurde erstellt in IXTEX 2 und KOMA-Script. Die Grafiken wurden in PSTricks
realisiert. Als Schriftart kommt Lucida zum Einsatz.

Dieses Werk ist unter einer Creative Commons Lizenz vom Typ Namensnennung - Nicht-kommerziell
- Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland zugénglich. Um eine Kopie dieser Lizenz
einzusehen, konsultieren Sie http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/ oder
wenden Sie sich brieflich an Creative Commons, 444 Castro Street, Suite 900, Mountain View,
California, 94041, USA.

Viel Spafl bei der Lektiire.
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DIFFERENTIAL FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

1 Differential fiir Funktionen einer
Veranderlichen

Differential- und Integralrechnung werden unter dem Begriff Infinitesimalrechnung zusammenge-
fasst und bilden einen wichtigen Bestandteil der Analysis.

1.0.1 Notwendigkeit und Definition der Ableitung
a) Beispiel

Wir betrachten eine Trajektorie eines Teilchens iiber einen gewissen Zeitraum. Aus den gesammelten
Daten erstellen wir ein Ort-Zeit-Diagramm z(t) des Teilchens. Wie schnell war das Teilchen?

i B I TR SR

x(ty) t-- :

z(ts) — z(to)

x(to)

to
Wir ermitteln die Durchschnittsgeschwindigkeit:

5 W (1.1a)

Um zu erfahren, wie schnell das Teilchen zur Zeit t* war verkleinern wir die Steigungsdreiecke:

() —x(t)  ___ w(ts) —x(t2)
1= BT Vg = W (1.1b)

<

Die Gleichungen (1.1a) und (1.1b) haben die Form

_ x(t—l—AAti—x(t) (1.2)

Sl

Wollen wir die Momentangeschwindigkeit wissen, miissen wir den (zeitlichen) Abstand zwischen
beiden Punkten gegen 0 gehen lassen.

x(t* + At) — z(t¥)

(1.2b)

b) Definition

Die Ableitung beschreibt, wie sich eine Funktion f(z) in Abhéngigkeit von ihrem Argument z
andert. Sie ist iber den Differentialquotient

(2) = f'(z) = lim LEFAD) = /@) (1.3)

- Az—0 Ax

af  d

dx_@f

definiert. Die Funktion f(x) heifit differenzierbar, wenn dieser Grenzwert existiert.

1
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Y

Als Tangente bezeichnen wir eine Gerade, die die Funktion im Punkt xg beriihrt und dort die

Steigung f’(z¢) hat.

c) Hohere Ableitung

Hoéhere Ableitungen folgen dem gleichen Schema.

Frage: Wie éndert sich f'(z) mit z?

Antwort:
d2 d d d ,
@f(x) —@af(x) = af (55)
/ o
w3y . fla+Az) - fiz)
Axz—0 Az

Sofern die Grenzwerte existieren, lassen sich Ableitungen beliebiger Ordnung n bilden:

d’fl

(n—1) _ ¢(n—1)
wy e+ Az) - fR ()

flz) = ()

dxn (1.4a) Az—0 Ax

1.0.2 Wichtige Ableitungen

i:c” = na" !
dz”
i ar __ axr
oo =ae
d 1
T2 In(azx) = -
4 sin(azx) = a cos(ax)
dx B
< cos(ar) = —a sin(ax)

Beispiel fiir eine Funktion, die nicht iiberall differenzierbar ist: f(z) = |z|

Betrachte x = 0:

. f(Az)—f(0) . Azr—-0
Alalclgo Ax - Aligo Az 1
f(=Az) — £(0) .| —Az[-0

lim = lim
Az—0 —Ax Az—0 —Ax

(1.4a)

(1.4b)

(1.5a)
(1.5b)
(1.5¢)
(1.5d)

(1.5e)



DIFFERENTIAL FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Das heifit, der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert sind verschieden und somit existiert die
Ableitung nicht im Punkt z = 0. Im Schaubild driickt sich das durch einen Knick aus.

Ax
€T
1.0.3 Differentiationsregeln
a) Produkte von Funktionen
Betrachte f(z) = u(z) v(x):
df _ d w3 . flz+Az) - f(z)
Lo =TT
. u(x+ Azx) v(x + Azx) — u(z) v(x)
= lim
Az—0 Az
. u(r+ Azx) v(r + Azx)—u(z + Az) v(x) + u(z + Az) v(z) — u(z) v(z)
= lim
Az—0 Az
Ax) — Azx) —
o st s
=v’(z) =u/(x)
=u(z) v'(z) + ' (z) v() (1.6)
b) Verkettete Funktionen
Betrachte f(g(z)), filhre ein:
Ag =gz + Az) — g(x) (1.7a)
af ay o flgle+ Az)) - f(g(x))
dx Az—0 Ax
(L7a) o (flg+Ag) = f(9) Ag
- Alglcrgo ( Az Ag)
_ o (flatAg) — f(9) g(z + Az) — g(2)
N Alalggo < Ag Az )
Ag—0
_ o flg+Ag) —f9) . glx+ Ax) - g(x)
N Algl;ao Ag Alalgrgo Ax
_ df(g(x)) dg(z)
dg dz (18)
Beispiele:
f(x) =z sin(x)
f'(z) = sin(x) + = cos(x)
g(z) = e
g (x) = -2 ze "
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¢) Quotienten von Funktionen

Quotientenregel:

A f@) a0 F@) <1)

dr g(z)  g(x) g(x)
ws fll@) o L
= f( )g(x)Qg( )
_ 1) gle) ~ J@) @) (1.9)

d) Umkehrfunktion

Sei y = f(z). Dann lautet die Umkehrfunktion: = = f~1(y).

d ., Ax 1 1
ay’ W)=, Ay 1im 22 (W) (1.10)
Az—0
Zusammenfassung:
Produktregel: Lu(z)o(z) = u/(z)v(z)+u(z)v'(z)
Kettenregel:  Lu(v(z)) = u'(v(z))'(z)
Quotientenregel: %Zéﬁ; = “'(x)”(f}(;;g(“”'(””)

1.1 Potenzreihenentwicklung

Als Potenzreihe bezeichnet man eine unendliche konvergente Reihe der Form
o
Z an(x — x0)".
n=1

1.1.1 Bedeutung in der Physik

Potenzreihen sind ein wichtiges Ndherungsverfahren in der Physik. Sie kommen immer zur Anwen-
dung, wenn eine Funktion f(x) nur in einer kleinen Umgebung um einen Punkt zy ausgewertet
werden muss.

Beispiel: Eine Masse schwingt um das Minimum eines komplizierten Potentials. Wie lautet die
Schwingungsfrequenz? Zur Beantwortung dieser Frage reicht es aus, die Funktion v(z) in der Ndhe
des Minimums zu kennen. Annédherung durch z.B. eine Parabel:

v(x)
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Was wird durch Potenzreihen einfacher?
Sei die Funktion f(x) beliebig kompliziert.
Potenzreihe:

fr(x ):ao—l—al(x—xo)+a2(1;—1:0)2+a3(1‘—x0)3+...+aj(:1:—:r0)j+...

Z (z — x)" (1.11)

Oft reicht es fiir eine lokale Umgebung von xq (x — xg ist klein), niedrige Potenzen zu betrachten:
fra(z) = ap+ a1(z — xo) + az(z — zg)? (quadratische Ndherung)

fp2(x) ist meist wesentlich einfacher und macht das Integrieren, Losen von Differentialgleichungen,
etc. einfacher oder tiberhaupt erst moglich.

1.1.2 Taylorreihe

Wie sieht eine Potenzreihe fp(x) einer Funktionf(z) um x = xg aus?

n=0
Setze © = xg. Aus der Forderung f(z¢) = fp(zo) und aus fp(zg) = ap + 0 folgt:
ao = f(zo) (1.12a)

Es muss auch gelten f'(zg) = fp(x0):

Zan (x — xo)" -1

Fp(wo) = a1 = f'(xo) (1.12b)
Weiterhin:

= Z ann(n —1) (z — z¢)" >
n=2

7 (x0) = 2a2 = f"(x0)

1
oder ag = §f”(m0) (1.12¢)

Fortsetzen des Verfahrens fiihrt auf die Formel von Taylor:

r) = %f(")(wo)(w — )" (1.13)
n=0 """

Anmerkungen:

» Hier wurde vorrausgesetzt, dass die Potenzreihe existiert und f(z) beliebig oft differenzierbar
ist.

» Eine Potenzreihe muss nicht immer konvergieren. Meist ist die Konvergenz nur innerhalb
eines Konvergenzradius gegeben, d.h. fir |z — xo| < 7.

» Eine Taylorreihe mit g = 0 heiflt McLaurin-Reihe.

1

Ut
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1.1.3 Beispiele

fl@) =5

oder f(z) =

Taylorreihe:
=0

1
Zn— $—$0 Z:p

Konvergiert fiir |z| < 1 — geometrische Reihe!

flz) =e"
flz) = 29 =0
f @) = e, f0 () =1
Taylorreihe:

o]
-4
_n

Konvergiert fiir x € R

Weitere Beispiele:

sin(z) = nzzzo(— )”(2n ) reR
00 " xZn
cos(x) = nz::o(—l) @ zeR
In(1 + z) i(—l)”“i, l<z<l1

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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2 Integralrechnung fiir Funktionen einer
Veranderlichen

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

2.0.4 Motivation und eine mogliche Definition

In Anlehnung an Unterabschnitt 1.0.1: Wieder betrachten wir die Trajektorie eines Teilchens tiber
einen gewissen Zeitraum. Wir kennen dieses Mal die Geschwindigkeit v(t). Welchen Weg hat das
Teilchen aber zuriickgelegt?

Bei der Druchschnittsgeschwindigkeit ist das einfach:

As 12 5

Was miissen wir betrachten, wenn sich die Geschwindigkeit in Stiicken dndert?

Wir erhalten nur eine stiickweise konstante Geschwindigkeit:

As = v1At] + v9 Aty + v3Alz = Z v; AL
)

v(t)

U3 1

Aty Aty Ats t

Andert sich v stindig, muss At gegen Null gehen. At — dt
Das fithrt uns auf das infinitesimale Wegelement ds = v(t) dt.
Dies wiederum fiihrt auf die Integration:

t1

As = /v(t) dt (2.1)

to

Das Integral

I—/bf(m)dx—/bdx f(zx) (2.2)

ist iiber einen Grenzwertprozess definiert.

Betrachte dazu:
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f(z)

& & & &4 &7

Das Intervall a < x < b wird in n kleine Intervalle a < £ < & < -+ - < &, < b mit Funktionswerten
f(z;) aufgeteilt, wobei §;_1 < z; < &;.
Mit diesen Intervallen kann eine Summe geformt werden:

n

> @) (& — &) (2.3)

=1

S

Lésst man die Teilintervalle gegen Null gehen (und n — o0), erhilt man das Riemann’sche Inte-
gral:

b—a
n

b n
/f(m) dz = T}LHgOZf(xZ)Ax , mit Az = (2.4)
p i=1

Eine Funktion f(x) heiit integrierbar, wenn dieser Grenzwert existiert und eindeutig ist (unabhén-
gig von der Wahl der z; und &;).

Bekannte Interpretation aus der Schule: Flache unter der Kurve:

f(x)

Ax Az --- €
Eigenschaften des bestimmten Integrals:

/ 0de =0 (2.50)

/f(:z:) dz =0 (2.5b)

/af(x) dz = —/bf(w) dz (2.5¢)
b a

/Cf(x)dx—/bf(x)dx+/cf(:1:)dx (2.5d)
a a b
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/b(af(:c)—f—bg(az))daz:a/bf(a:)dl‘-i-b/bg(:c)dx

2.0.5 Die Stammfunktion

a) Definition

x

Betrachte die Funktion F(x) = / f(u) du und deren Ableitung.

a
Betrachte dazu zuerst:
z+Ax z+Az

F(z + Az) = / Flu) du P2 7 Flu) du + / F(u) du

a T

r+Ax

= F(x) + / f(u)du

T

Daraus folgt dann:

x+Az
F(z + Az) — F(x) e / f(u)du
und die Ableitung lautet:
d ... Flz+Azx) - F(x)
=T
z+Azx
(2.0) . 9{ f(u)du
 Az—0 Az
249 . flx)Azx
=A% TA, /W

Mit diesem Ergebnis definiert man die Stammfunktion oder das unbestimmte Integral:

F(x) = /f(x) dz

(2.5e)

(2.6a)

(2.6b)

(2.8)

F(z) ist immer dann Stammfunktion von f(z), wenn gilt dF(z) _ f(z). Die Funktion f(z) hat

dx

unendlich viele Stammfunktionen, denn wenn F'(z) Stammfunktion ist, dann auch G(z) = F(x) +

C.

b) Beziehung zum bestimmten Integral

Notation:
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c¢) Wichtige Stammfunktionen

/ad:c:ax—f-c

/ax” do= 2 gn+l 4 ¢
n+1
1
/e‘mdw =—-e"+c¢
a
a
/—dx =aln(z) +c
x
/acos(b:c) dz = %sin(bfv) +c

/asin(baj) dr = —% cos(bzx) + ¢

2.0.6 Integrationsregeln

(2.10a)
(2.10Db)
(2.10¢)
(2.10d)
(2.10¢)

(2.10f)

Integrale kénnen schnell kompliziert werden. Die beiden folgenden Regeln kénnen helfen, das Inte-

gral zu vereinfachen um es so besser zu berechnen.
a) Substitution

Beispiel 1:

dz wird substituiert durch die Regel y = arcsin(z), = = sin(y).

Ay
V>
dx

Wir wissen, dass 37 = cos(y), also da = cos(y) dy

I—/ cosy /dy—y+0—ar05m
\/l—sm

Beispiel 2:

(x)+ ¢

Wichtig ist, die Grenzen auch zu substituieren.

a
I= /xexp(a$2) dz
o

:czzu:>:c:\/a, — =2r~~dr=—=——
T

du

= 7\/56?4]0(@“) m

(2.11)
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1 &
= 3. exp(au)

2
o

1

= % exp(az?)

o

Formale Regel der Integration durch Substitution:

b g7 (b)
Jawiw = [ dg@iew)
a g 1(a)

b) Partielle Integration

Formale Regel der partiellen Integration:
b
[ £ @g@)dz = f@g@)l - [ f@)g@)do

Herleitung:

=zlhz—-—z+c

/ z sinzdr = (—cosx)+/ 1 coszdz
f(z)g'(z) f(x) 9(z) f(z) g(x)

= —xcosx +sinx + ¢

(2.12)

(2.13)

11
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3 Vektoren und Matrizen

Unter einem Vektor versteht man in der analytischen Geometrie ein Objekt, das eine Parallelver-
schiebung im Raum beschreibt.

3.1 Notwendigkeit und Darstellung

Wir kennen physikalische Gréflen, die nur einen Wert haben, zum Beispiel:
» Masse, Energie, Druck, ... — Skalare

Daneben gibt es solche, die zusétzlich von ihrer Richtung abhéngen, zum Beispiel:
» Kraft, Geschwindigkeit, ...

Zur Darstellung verwenden wir einen Pfeil im Raum, dessen Lénge den Betrag der physikalischen
Grofle beschreibt. Die Lange eines Vektors wird Betrag genannt.

V2

U1

In diesem Bild kann man zwei Rechenoperationen einfiihren:

» Addition

a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)

» Skalare Multiplikation: Aa

13
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Basis uND KOORDINATENSYSTEM

2a

Fiir Vektoren gibt es mehrere Schreibweisen.

Pfeil: @, a
Unterstrich: a
Fett: a

3.2 Basis und Koordinatensystem

3.2.1 Basisvektoren

Im dreidimensionalen koénnen wir jeden Vektor als Linearkombination von drei Basisvektoren dar-
stellen:

a=aj el +ay e+ azes (3.1)

Damit das funktioniert, muss gelten:
» Die Anzahl der Basisvektoren muss der Dimension des Raumes entsprechen.

» Die Vektoren miissen linear unabhéngig sein, d.h.
ay e;+az ey +az3e3=0
darf nur erfillt sein fir alle a; = 0.

Anschaulich: Es darf nie moglich sein, einen der Basisvektoren durch ein Linearkombinati-
on der anderen darzustellen. Er muss in eine Richtung zeigen, die durch die anderen nicht
darstellbar ist.

In einer gegebenen Basis wird oft die Komponentenschreibweise verwendet:

a1
a=aj; e +asey+aze3=|as (3.2)
as

Achtung: Basis! Die Komponenten allein lassen noch KEINEN Riickschluss auf die
Basisvektoren zu!
Vgl. Kugelkoordinaten:

r

¥
0

Was sollen hier die Basisvektoren sein?
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AuBlerdem sollte man immer daran denken zu welcher Basis die Komponenten gehéren.

Bei kartesischen Koordinaten sind die Addition und die skalare Multiplikation in der Komponen-
tenschreibweise wie folgt definiert:

al bl aj + b1
a+b=|ay| +|b2| =1|as+ by (3.3)
as bg as + b3
al /\CL1
Aa =\ a9 = )\CLQ (34)
as /\a3

3.2.2 Kartesische Koordinaten

az |

Natiirliche Basis: Basisvektoren zeigen entlang der Koordinatenachsen x, y und z.

Ay
a=a; e +a,e,+a, e, =|ay (3.5)
ay

3.3 Vektoroperationen

3.3.1 Skalarprodukt

In kartesischen Koordinaten definiert man das Skalarprodukt als:

al bl
a-b=\|as|-|bs| =ay by +as by + ag b3 (36)
as bg

Andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt:

(a,b) = (alb) =a-b
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Man sieht damit schnell, dass die Lénge eines Vektors, die wir auch Betrag nennen, berechnet
werden kann mit:

a=lal=+va-a=,/da2+al+a? (3.7)

Fiir das Skalarprodukt gilt:

a-b=lal|b| cos(?) (3.8)

Wegen dieser Eigenschaft nennt man Vektoren mit a - b = 0 orthogonal.

Die Basis e, ey, e ist orthonormiert , denn die Vektoren erfiillen:

€, e, =€,-€e,=e;-e, =0 orthogonale Basis (3.9a)

ez = ley| = le-| =1 normierte Basis (3.9b)

Bemerkung: Die Axiome des Skalarprodukts lauten mit drei Vektoren @, y und z und dem Skalar
a:

(x|x) >0, insbesondere (xz|x) € R
(xlx) =0 x=0
komplex konjugiert

(ozly) = @ (aly)

(z|oy) = afz|y)
(+ylz) = (z[z) + (ylz)
(z|ly + z) = (z]y) + (z|2)

(z|y) = (y|z)

In kartesischen Koordinanten lautet das Skalarprodukt fiir zwei Vektoren v und w {iber dem R"”

n
(vjw) = Zviwi , v,weR",
i=1
wahrend iiber einem komplexen Vektorraum C" gilt

n
(vjw) = Zvﬁwi , v,weC".
i=1
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3.3.2 Vektorprodukt

Mit dem Vektorprodukt

c=axb (3.10)
fiihrt man einen Vektor c ein, der orthogonal zu a und b ist und den Betrag

le| = |al|b| sin(¥) (3.11)

hat.

Der Betrag |c| entspricht dem Fliacheninhalt des Parallelogramms, das von a und b aufgespannt
wird.

Die Vektoren a, b, ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshindiges Dreibein. (Rechte-Hand-Regel)

Beziehungen:
(a+b)xc=axc+bxc (3.12a)
bxa=-axb (3.12b)

Achtung: Das Vektorprodukt ist NICHT kommutativ! ‘

In kartesischen Koordinaten gilt die Komponentendarstellung:

a by az bs — a3 by
axb= az | X bg = | a3 b1 — al b3 =c (3.13)
as b3 a; by —az by

Ist das Vektorprodukt in der Physik relevant?
» Drehimpuls:

L:
2

~—
Ort Impuls

» Lorentzkraft:

Ladung ¢l Feld Magnetfeld
F= "¢ (E +wv xB)
~—
Geschwindigkeit der Ladung
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3.4 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema der Form

a1 ar2 o Gl
as1 ag2 - G2p

A=| o . (3.14)
am,1 Om,2 **° OGmn

nennt man eine m x n-Matrix. Das Matrixelement a; ; [andere gebrauchliche Schreibweise: (A); ;]
steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.

Besondere Matrixformen

Ist die Zahl der Spalten und Zeilen gleich, liegt also eine n x n-Matrix vor, spricht man von einer
quadratischen Matrix.

Die Matrix 0, bei der alle Matrixelemente verschwinden, a; ; = 0, heifit Nullmatriz.

Eine quadratische Matrix D, bei der nur die Elemente auf der Hauptdiagonalen d;; von Null
verschieden sind,

diy 0 e 0 0
0 das 0 0
D — . . . :
0 0 dn—l,n—l 0
0 0 0 dpn

heifit Diagonalmatriz.

Die Diagonalmatrix E (manchmal auch 1 genannt), bei der alle Diagonalelemente den Wert d; ; = 1
haben, heifit Einheitsmatriz.

Transponierte und adjungierte Matrizen

Vertauscht man in der Matrix A ihre Zeilen und Spalten, so erhdlt man die zu A transponierte
Matrix, die den Namen A7 trégt. Im Beispiel aus Gleichung (3.14) erhélt man:

T T T
iy Q12 "t Qi a1 a1 - 4md
T T .. T ..
AT az1 Qg2 Aom | (314) | A1,2 Q22 am,2
T T T
Ap1 Ap1 " Opy An A2 " Omn

Man beachte, dass so aus einer m X n- eine n x m-Matrix wird. Fiir die einzelnen Elemente gilt
entsprechend agj = (AT)M = a;; = (A);;. Man kann sich das Transponieren als Spiegelung der
Matrixelemente an der Hauptdiagonalen vorstellen.

Im Fall komplexer Matrixelemente a; ; definiert man dartiber hinaus die zu A adjungierte Matrix

A', die zusétzlich zum Transponieren noch komplex konjugiert wird, A" = A", Fiir ihre Elemente
gilt of ; = (A1) ; = a7 = (A).
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Spur und Determinante

Fiir quadratische Matrizen A sind mit der Determinante det(A) und der Spur Tr(A) zwei wichtige
Skalare definiert, die sich eindeutig aus der Matrix ergeben. Die Determinante ist aus ihrem eigenen
Infoblatt bekannt. Die Spur einer n x n-Matrix A ist die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente:

TI“(A) = Z am‘
i=1

Symmetrische, antisymmetrische, hermitesche und antihermitesche Matrizen:

Eine quadratische Matrix nennt man symmetrisch, wenn die Elemente a; ;j und a;;, also die beiden
Elemente, die bei einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen vertauscht werden, gleich sind, a; ; =
a;;. Fir symmetrische Matrizen gilt AT = A, das heiBt die Matrix ist mit ihrer transponierten
identisch.

Eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft AT = —A nennt man antisymmetrisch oder schief-
symmetrisch. Fir ihre Elemente gilt a; ; = —a;;. Daraus folgt sofort, dass alle Diagonalelemente
verschwinden miissen a; ; = 0.

Eine komplexe quadratische Matrix, die mit ihrer adjungierten identisch ist, A" = A, nennt man
hermitesch oder selbstadjungiert. Fiir ihre Matrixelemente gilt a; ; = @;;. Entsprechend nennt man
Matrizen mit der Eigenschaft AT = — A oder a;; = —a;; antihermitesch.

Vektoren als Matrizen

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor

ai
a2

Qn
kann als n x 1-Matrix aufgefasst werden. Die zugehorige transponierte 1 x n-Matrix

aT = (al a2 o e an)

bezeichnet man als n-dimensionalen Zeilenvektor.

Gleichheit zweier Matrizen

Zwei Matrizen sind gleich, wenn alle ihre Elemente gleich sind.

Addition und Subtraktion

Zwei m x n-Matrizen A und B werden addiert oder subtrahiert, indem man die Elemente, die sich
an der gleichen Stelle befinden, aufaddiert oder von einander subtrahiert. Ein Beispiel ist:

a1 a12 bii1 bi2 a11E£bi1 ar2Ebio
A :t B — ) 3 j: 3 5 — ) ) ) )
<a2,1 az,z) <b2,1 b2,2> (az,l E£bo1 agoEbao

19



3.4 MATRIZEN

Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl

Wird eine Matrix mit einer Zahl multipliziert, so multipliziert man jedes Element mit dieser Zahl.
Beispiel:

A—e[®™1 @2) _ [can caip
cA=c =

a1 a2 caz1  €az2
Multiplikation zweier Matrizen

Die m x n-Matrix A und die n x p-Matrix B lassen sich in der Form multiplizieren, dass als Produkt
eine neue m x p-Matrix C entsteht, deren Elemente

Cij =Y aikbr;
k

lauten.

Die Multiplikation merkt man sich am einfachsten, indem man die Matrizen — nach etwas Ubung
ganz automatisch in Gedanken — in Zeilen- und Spaltenvektoren aufteilt. Fiir die Matrix A erhélt
man m Zeilenvektoren der Dimension n:

T
a1 ar2 -+ Aln azq
T
a1 Qa2 -+ G2n Ay,
A=| . . .| =
T
am,1 Gm2 - (amn az.,

Entsprechend kann man die Matrix B in p Spaltenvektoren der gleichen Dimension n aufteilen:

big bia - by
bo1 bao - bo

B = : : - :p :(b51 bsy -+ bSp)
bn,l bn,2 e bn,p

Dann lassen sich die Elemente der Matrix C' als Skalarprodukte dieser Vektoren verstehen:

az1-bsy azi-bsy -+ azi-bg
azz-bsy azz-bsy -+ azy-bg
azm - bSl Azm - bS2 o QAzm bSp

Natiirlich schreibt man das nie in diesen Schritten auf, sondern stellt sich nur die entsprechenden
Zeilen und Spalten vor und multipliziert diese im Kopf. Als Regel merkt man sich, dass Matrizen
multipliziert werden, indem man Zeilen mit Spalten multipliziert.

Man beachte, dass das Matrixprodukt nicht kommutativ ist. Fiir das Produkt zweier Matrizen A
und B heifit das im Allgemeinen AB # BA. Selbstverstdndlich sind die beiden Reihenfolgen nur
dann moglich, wenn A eine m x n-Matrix und B eine n x m-Matrix sind.
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Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Eine Multiplikation eines n-dimensionalen Vektors mit einer m x n-Matrix funktioniert exakt so
wie die Multiplikation zweier Matrizen, wenn man einen n-dimensionalen Spaltenvektor b als n x 1-
Matrix auffasst:

T
ay, azz-b
Ab = . b=
T
ay,. azm b

Das Ergebnis ist ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Analog gilt fiir einen m-dimensionalen Zeilen-
vektor b', den man als 1 x m-Matrix verstehen muss:

bTA:bT(agl aso ---a5n>:(b-a51 b-asy --- b-a5n>

Skalarprodukt als Matrixprodukt

Das Skalarprodukt @ - b kann im Sinne des Matrixprodukts als Multiplikation des Zeilenvektors a™
mit dem Spaltenvektor b verstanden werden:

a-b=a'd (3.15)

Dyadisches Produkt

Mit dem dyadischen Produkt

arby arby -+ aiby

o b §T agby agby -+ azby
a =a = . .

anbt apbs -+ anbm,

wird aus den Vektoren a und b eine Matrix gebildet. Dazu wird der n-dimensionale Spaltenvektor a
mit dem m-dimensionalen Zeilenvektor b7 im Sinne des Matrixprodukts multipliziert. Es entsteht
eine n x m-Matrix

Inverse Matrix

Gibt es zu einer n x n-Matrix A eine weitere n x n-Matrix B, fiir die gilt, dass das Produkt von
B mit A die Einheitsmatrix E ergibt, so nennt man B die Inverse zu A und schreibt B = A7L.
Es gilt also:

A'A=AA'=E

Nicht jede Matrix besitzt eine Inverse. Gibt es jedoch eine Inverse zu A, nennt man A invertierbar.
Wie man die Inverse berechnet, wiirde den Umfang dieses Blattes sprengen. Das kommt aber ganz
sicher in der Mathematik. In ein paar Spezialféillen, die auf diesem Blatt vorkommen, erhédlt man
die Inverse auf einem sehr einfachen Weg.
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MATRIZEN
Inverse und Transponierte bei Produkten von Matrizen

Die Inverse eines Produktes AB von Matrizen ist
(AB)"'=B'A™!,
wie sich leicht zeigen lésst, denn:

(ABY'AB=B'A'AB=B'EB=B 'B=E
E E

Fiir die Transponierte des Produktes AB findet man mit etwas Uberlegung:

(AB)T = BTAT

Orthogonale Matrizen

Eine n x n-Matrix

i1 T2 o Tin
ro1 T22 c T2n

R= . . S (T51 rsy - 'Tsn)
™, Th,2 " Tnn

nennt man orthogonal, wenn alle ihre Spaltenvektoren rg; paarweise orthogonal aufeinander stehen
und auf 1 normiert sind, wenn also rg; - rg; = 0;; fir alle i,j € {1,2,...,n} gilt. Das gilt dann
automatisch auch fiir ihre Zeilenvektoren. Ausgedriickt iiber das Matrixprodukt kann man diese
Bedingung sehr einfach schreiben:

RR"=R'R=E

Das heifit also, das Produkt einer orthogonalen Matrix mit ihrer Transponierten ergibt die Einheits-
matrix. Oder anders ausgedriickt: Die Transponierte einer orthogonalen Matrix ist ihre Inverse.

Es lésst sich leicht beweisen, dass die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen eine Gruppe bilden.
Man nennt sie die orthogonale Gruppe O(n). Ebenfalls kann man einfach berechnen, dass eine
orthogonale Matrix nur die Determinante +1 oder —1 haben kann. Die orthogonalen n x n-Matrizen
mit der Determinante +1 bilden eine eigene Gruppe, eine Untergruppe von O(n), die spezielle
orthogonale Gruppe heifit und mit SO(n) bezeichnet wird.

Drehungen im Raum mit Matrizen aus SO(3)

Die Matrizen aus SO(3) sind in der Mechanik besonders wichtig, weil sie Drehungen beschreiben.
Wird ein Vektor x auf eine orthogonale Matrix R multipliziert, ' = Rz, dndert er nur seine
Richtung, nicht seine Lange. Dass ' und x den gleichen Betrag haben, lasst sich sehr einfach
berechnen. Dazu gehen wir vom Betragsquadrat aus und schreiben das Skalarprodukt wie oben als
Matrixprodukt:

' -x' = (Rx) - Rx 619 (Rx)"Rx @ TR Re = 272 *2V 2 2
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Ein einfaches Beispiel fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse ist die Matrix

cos(p) —sin(p) 0
R.(p) = | sin(p) cos(y) 0
0 0 1

Wihlt man den Vektor a® = (1 0 O) und ¢ = 7/2, sollte die Matrix den Vektor a gerade auf
die y-Achse drehen. Kommt das so heraus?

0 -1 0
R.(n/2)a=[1 0 0
0 0 1

oo+
Il
—

Schiefsymmetrische 3 X 3-Matrizen

Aus der Bedingung a; ; = —a;; fiir schiefsymmetrische Matrizen lisst sich ablesen, dass die Dia-
gonalelemente a;; verschwinden miissen, a;; = 0. In drei Dimensionen hat eine schiefsymmetrische
Matrix

0 —Ww3 w2
Q= w3 0 —W1
—W?2 w1 0

also nur drei Komponenten. Die Multiplikation einer solchen schiefsymmetrischen Matrix £ mit
einem Vektor kann mit Hilfe des Vektorprodukts umgeschrieben werden in

Qa=wxa,
wobei

w1
W = | Wy
w3

Unitare Matrizen

In Ergdnzung zu den orthogonalen Matrizen sei noch angemerkt, dass ihre Entsprechung bei kom-
plexen Matrizen die unitdren Matrizen sind. Fiir unitiare Matrizen gilt:

UU'=UU=E

Symplektische Matrizen

Wesentlich wichtiger werden in der kanonischen Mechanik aber — je nach gewdhltem Schwerpunkt
— symplektische Matrizen werden.

Die reellen symplektischen (2n x 2n)-Matrizen bilden ebenfalls eine Gruppe. Zu ihr gehoren alle
Matrizen M, die

MYJIM =J
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ZUR BERECHNUNG VON DETERMINANTEN

mit der Matrix

_ On En
erfillen. Dabei sind 0,, und FE,, die n x n-Null- und -Einheitsmatrizen. Symplektische Matrizen

haben die Determinante +1 und die Inverse einer symplektischen Matrix lautet:

M '=J'MTJ it Jt=Jgt=—g

3.5 Zur Berechnung von Determinanten

In der Vorlesung wurde die Jacobi-Determinante im Zusammenhang mit mehrdimensionalen Inte-
gralen eingefiihrt. In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden, wie man eine Determinante
berechnet.

Zur Determinante

Eine Determinante ist eine Abbildung, die einer quadratischen Matrix eindeutig eine Zahl zuordnet.
Diese kann reell oder komplex sein. Das héngt von den Matrixelementen ab. Man schreibt fir die
N x N-Matrix

a1 a12 e a1,N a1l a2 e a1,N
az 1 az.1
A= , detA= '
aAN—-1,N : . aGN-1,N
aNi -+ GNN-1 QaN,N aNgi -+ GNN-1 QaN,N

und meint mit letzterem die Determinante von A.

Zur Berechnung einer Determinante

Allgemein ldsst sich eine Determinante mit dem Entwicklungssatz berechnen. Dieser besagt, dass
fiir eine Determinante gilt:

N

det A = Z(—l)’””aw det A, (1 <p <N, fest) (3.16)
v=1
N

det A = Z(—l)’””aw det A, (1 <v <N, fest) (3.17)
pn=1

Dabei ist A, in Gleichung (3.16) die Untermatrix, bei der sowohl die Zeile p als auch die Spalte
v, also die Zeile und die Spalte, in denen das Matrixelement a,, steht, entfernt wurden. Dies ist
nun eine (N — 1) x (N — 1)-Matrix, also eine Dimension kleiner als die Matrix A. Den Entwick-
lungssatz kann man rekursiv anwenden, bis man bei einer 1 x 1-Matrix angekommen ist, deren
Determinante einfach das einzige verbleibende Matrixelement ist. Da man in Gleichung (3.16) iiber
alle Matrixelemente der Zeile px summiert, spricht man in diesem Fall von der ,Entwicklung nach
der p-ten Zeile®“. Ganz analog kann man sich iiberlegen, wie die ,,Entwicklung nach der v-ten Spal-
te“ in Gleichung (3.17) funktioniert. Uber den Entwicklungssatz ist der Wert einer Determinante
definiert, d.h. der Satz ist mehr als eine Berechnungsmethode. Er legt eindeutig fest, was der Wert
einer Determinante ist. Fiir kleine Matrizen gibt es einfache Formeln, so dass man sich den — im
ersten Moment vielleicht kompliziert wirkenden — Entwicklungssatz fiir diese nicht merken muss.
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Zur Berechnung einer 2 X 2-Determinante

Fir eine 2 x 2-Determinante erhalt man:

a b
det A = e d

’:ad—cb

Man kann sich einfach merken: Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus Produkt der
Elemente der Nebendiagonalen.

Zur Berechnung einer 3 X 3-Determinante

Fiir Determinanten von 3 x 3-Matrizen gibt es ebenfalls noch eine einfache Methode, die Regel von
Sarrus:

det A = =aei+bfg+ cdh — gec — hfa — idb

e Q.
> o o
S-S+ 0

Um sich die Regel von Sarrus leicht merken zu koénnen, schreibt man sich — nach etwas Ubung meist
nur noch in Gedanken — die ersten beiden Spalten noch einmal neben die eigentliche Determinan-
te:

Mit diesem Bild vor Augen addiert man die Produkte der Matrixelemente, die mit durchgezogenen
Linien verbunden sind, und subtrahiert davon die Produkte der Elemente, die mit gepunkteten
Linien verbunden sind.

Ut






KOMPLEXE ZAHLEN

4 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der reellen Zahlen. Die Konstruktion erfolgt durch
C=RxR.

4.1 Notwendigkeit und Darstellung

4.1.1 Einfiihrung

Hat die Gleichung
22 =1 (4.1)

eine Losung?

Nicht fiir z € R, aber es kann sinnvoll sein, solche Gleichungen trotzdem zu 16sen, deshalb erweitern
wir die bisher verwendeten reellen Zahlen:

it =1 (4.2)
Damit hat die Gleichung (4.1) zwei Losungen:
21 =1, 22 =—1 (4.3)

1 wird auch als imagindre Einheit bezeichnet.

Eine komplexe Zahl wird dann geschrieben als:
z=x+1y (4.4)
wobei z € C eine komplexe Zahl bezeichnet.
» © € R — Realteil von z (auch Re(z) oder R(z))
» y € R — Imagindrteil von z (auch Im(z) oder J(z))
Beispiele fiir komplexe Losungen:

=4, 2 =+42

2 _42429=0
. 4416 —-4-29 4+ +/—100 o V100 i
12: p— p—
: 2 2 2

=2=£3

4

[N}
3
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NOTWENDIGKEIT UND DARSTELLUNG

4.1.2 Polare Darstellung

Reelle Zahlen kénnen auf einer Achse dargestellt werden.

-1 0 1 2 3 4

R

Fiir komplexe Zahlen benétigt man entsprechend Gleichung (4.4) zwei reelle Achsen. Sie werden
in der komplexen Zahlenebene oder Gauf$’schen Ebene dargestellt.

y = Im(z)

Yo

L0 T

Man sieht, dass jede komplexe Zahl eindeutig durch den Betrag

r=|z| = \/.I’Q +y? = \/Re(z)2 + Im(2)?

und durch das Argument oder die Phase

( = arctan <Z> = arctan < Er;g;)

(4.5a)

(4.5b)

beschrieben werden kann. Diese Art der Darstellung wird Polar-Darstellung genannt.

Umrechnung:
Re(z) = x = rcos(p)
Im(z) =y = rsin(e
oder:

z = rcos(p) +irsin(p) = r(cos(p) + isin(p))
T T/

(4.6¢)

Bemerkung: Sollte das Argument im Gradmaf gefragt sein, dann kann man zur Umrechnung die

Beziehung

180°=m
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verwenden. Aus dieser lassen sich die Umrechnungsformeln herleiten

<pd [e] (e}
Prad = 188§7T y Pdeg € [0 ;360 )
Gdeg = 220180° | raq € [0, 27)

™

Beispiel: —60° im Bogenmaf.

—60° 1
= —T7 = ——T
Prad = 5500 3
oder man verwendet —60°=300°:
~300° 5
Prad = 7gpe " T 37

Es handelt sich in beiden Féllen um den gleichen Winkel, allerdings von zwei verschiedenen Rich-
tungen aus abgemessen.

4.1.3 Euler-Form

Die Schreibweise (4.6¢) fithrt auf eine weitere Darstellung:

248, cos(p) + irsin(y)

= r(cos(yp) + isin(p))

(116) (S~ 1y 7 s g 0
(137)T<Z(\i) (2@!“2( Y en s

n=0 2 n:OV
——
§2n i2n+1
_, (i (i(p)Qn N i (i(p)2n+1>
22!l T & (2nt 1)

o0 [+ \m )
=r Z Z:j') =re'¥

n=0 :

Wir halten also fest:

z=x+1y
— r(cos() + isin(p))
= rel® (4.7)

Der letzte Term heif3t Euler-Darstellung.
4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

» Gleichheit zweier komplexer Zahlen

21 =29 <= x1 =29 und y; = Yo

4
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» Addition und Subtraktion

z21 + 20 =1 + Y1 + T2 + 1Yo
= (z1+x2) +i(y1 +12) (4.8)

21 — 29 = (21 — x2) +i(y1 — y2)

» Multiplikation

21+ 22 = (z1 + 1y1) (22 + iy2)
= T1T2 +1T1Y2 + 1T2Y1 — Y1Y2

= (z172 — Y1y2) + i(T1Y2 + T201) (4.9)

oder mit:

21 = r1(cos(p1) +isin(p1)) = rie’!
29 = 1a(cos(p2) + isin(ipz)) = roe'¥?
21 - 29 = rirg €(#11¥2)
= ryra(cos(¢1 + p2) + isin(e1 + p2)) (4.10)

Merke: Bei der Multiplikation werden die Betrdge multipliziert und die Argumente
addiert.

» Komplexe Konjugation

Z=c+iy=x—1y (4.11)

Z heiit zu z komplex konjugiert. Die beiden Zahlen unterscheiden sich nur im Vorzeichen des
Imaginérteils.

Dafiir gelten folgende Regeln:

z4+Z=x+iy+x—iy=z+x =2 Re(z) (4.12a)
z—zZ=x+iy—z+iy =iy + iy = 2i Im(2) (4.12b)
2-Z=(z+1iy)(z —iy) =2° —i%y® =2 +y* =12 = |2 (4.12c¢)

|2|? heiflt auch Betragsquadrat.

AT m=m+m (4.12d)

71 29 =21 29 (4.12¢)

ntim =V im (4.12f)
(4.12¢)

» Division zweier komplexer Zahlen:

21 zitiayr (v tiy)(ve —dy2)  mm2 + yiye +i(T2y1 — T1y9)

Zo X2+ 1y2 x% + y% x% + y%
Z129
_ 4.13a
2 T i) (4.13b)

29 T €2 g

Man spricht vom ,Erweitern mit dem komplex Konjugierten“, oder vom ,Nenner reell um-
schreiben®.
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4.3 Funktionen mit komplexen Zahlen

Funktionen mit komplexen Zahlen kénnen iiber eine Potenzeihe definiert werden — vgl. die Ex-
ponentialfunktion in Unterabschnitt 4.1.3. Ableitungen kénnen wir analog der Ableitung reeller
Funktionen definieren (siche Kapitel 1)

d

@ 2" =n ! (4.14)
d ., d 31, & 1 n—1
PR n:On'Z _nz::l(n—l)'z
=1
:Zﬁz"—ez (4.15)
n=0 """

Auf diese Art erhédlt man fiir die elementaren Funktionen die gleichen Ableitungen, wie im Reellen.

4.3.1 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist bereits bekannt aus Unterabschnitt 4.1.3.
Ein paar Eigenschaften und Beziehungen:
eF =T = % oW =y W (4.16a)

=r

x: Realteil bestimmt den Betrag |e*| = e*
y: Imaginérteil bestimmt das Argument arg(e®) =y

Betrachte nun den Spezialfall:

e mit p € R
|ei<‘0| =V eiﬂo 672'50 = \/m: ]_

' liegt auf dem Einheitskreis

(4.17)

4
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4.3.2 Trigonometrische Funktionen

Mit (4.7) lassen sich ganz einfach die komplexen trigonometrischen Funktionen einfiihren:

1, . .
cos(z) = B (ew + e_”>
1, . A
sin(z) = 5 (e” — e_”>
1
1 iz 1z
tan(z) = - ¢ ¢

i et + e—iz
4.3.3 Hyperbelfunktionen

Mit (4.18a), (4.18b) und (4.18c) sieht man sofort:

18a) 1 1
cos(iz) (15 3 (e +¢€) = 3 (e +e7%)
= cosh(z)
. 1 ]
sin(iz) (4.180) % (e —¢€) = % (e —e™7)
= 4 sinh(2)
weiterhin:
_ sinh(z)
tanh(z) = cosh(z)
_ cosh(z)
coth(z) = sinh(z)
Beispiele:

e + % = ¢"TW 4 ertiy
=TT | oty
— e:v—i—iy + em—iy
=e" (eiy + e_iy)

= 2¢e” cos(y)

€Z Le % = €x+zy 4 efm#»zy

= 2¢% cosh(x)

cos(a) sin(a) = % (em + e*ia) (eia _ e—z’a)

_ i (€i2a _ 67i2a)

1
=3 sin(2«)

(4.18a)

(4.18b)

(4.18¢)

(4.19a)

(4.19D)

(4.19¢)

(4.19d)

Mit Hilfe der komplexen Darstellungen (4.18a), (4.18b) und (4.18c¢) lassen sich leicht die Additi-

onstheoreme der trigonometrischen Funktionen beweisen.



4.4 Mehrdeutige Losungen

4.4.1 Wurzeln
Wir wissen bereits
22 =-1
hat zwei Losungen

z = *+1

Wie sieht das fiir 23 = 1 aus?

Behauptung: Die Losungen sind:

32 G AT
z1=1, zg=¢€"3, z3 =e€'3
'2l. . .4771—' .
zi’) — 1, Z% = i3 3 _ 6227r:1’ Zg = ¢'3 3 _ 61471':

Woher kommt das?
Wir kénnen jede komplexe Zahl schreiben als

4.7 ;
w & eiv

Die gleiche Zahl wird auch beschrieben durch
w ="7ré , keZ
Die Gleichung 2" = w = r €' = r ¢/(¥+2k7) hat die Losungen

1 e 2k
Zn = wg = {l/; el(;—’— 7L7T)

Das ergibt n verschiedene Losungen, z.B.
k=0,1,2,...,n—1
Weiteres Beispiel:
=1

Losungen: 21 =1, 29 =—1, 23 =1, 24 = —1

4.4.2 Logarithmus

Auch die Lésung von

e =w

hat wegen der Vieldeutigkeit von (4.20) mehr als eine Losung, namlich:

z = In(w) 420 15 (r ei(“"+2k”)) =i(p + 2km) + In(r)

=iy +i2km + In(r)

KOMPLEXE ZAHLEN

(4.1)

(4.3)

(4.20)

(4.21a)

(4.21b)

(4.22)

(4.23)

4
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RIEMANNSCHE BLATTER

Der Logarithmus hat unendlich viele Losungen.

Den Teil In(w) = In(r) + i mit 0 < ¢ < 27 nennt man Hauptwert.

1+ 2km
0+ i2km
iz _ T .
In (e 2) —7,2 + i2km
|

In(e)
In(1)
In(7)

)

In(—1

=In (ei”) =m +i2km

4.5 Riemannsche Blatter

Hauptwert: 1

Hauptwert: 0

T
Hauptwert: ZE

H

auptwert: i

Wir betrachten 2? = w fiir w = re®¥. Nach (4.21a) und (4.21b) gilt:

z1=r e'?
Z2 = \/F el(%—i_ﬂ)

Im(z)

N

/

/7
O

Kreis r =const. 0 < ¢ <27

(4.25)

Die ,obere“ z-Ebene (Im(z) > 0) reicht aus, um tiber (4.25) jeden Punkt auf der w-Ebene zu
erreichen. Das gleiche gilt fiir die ,,untere“ z-Ebene.

Damit die Zuordnung trotzdem eindeutig ist, fiihrt man Riemannsche Blatter ein.

Im(z)

7

—

7

Im(w)

Im(w)

N\

Re(z)

N

Anmerkungen:

Z

e(w

N

T~ LBlatt ___—" 2 Blat

Re(w)

» Die Aufteilung obere/untere Hélfte ist willkiirlich. Man kann auch andere Aufteilungen vor-

nehmen.

» Die getrennte Zeichung oben ist nicht vollstdndig. Die Blatter liegen eigentlich iibereinander
und sind in einem Schnitt verbunden: Riemannsche Fldche.
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» Fiir w = 0 gibt es nur eine Lésung z; = 29 = 0. An solchen Punkten stoflen die Blatter immer
aufeinander. w = 0 heifit Verzweigungspunkt und liegt auf beiden Blattern.

» Die n-te Wurzel benétigt n Blatter

» Der Logarithmus benétigt unendlich viele Blatter.

4
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
9 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung einer gesuchten Funktion y(z;), die von einem oder
mehreren x; abhéngt und ihre eigenen Ableitungen enthélt. Sie driickt eine Abhéngigkeit zwischen
den Variablen z;, der Funktion y und Ableitungen dieser Funktion aus.

5.1 Motivation mit Beispielen aus der Physik

Newtonsche Bewegungsgleichung;:
konstLLMasse d2

dp ;
N = m@x =mi=F

Bsp: homogenes Gravitationsfeld

F=—-myg

—z(t)=—-mg (5.2a)
Losung;:

1
x(t) = —§gt2 + vot + xo (5.2b)

Uber den radioaktiven Zerfall ist bekannt, dass die Anzahl der pro Zeitintervall zerfallenden Teilchen
proportional zur Teilchenzahl N ist:

d .
N =Nt =-T N(t) (5.3a)

Losung:

N(t) = Noe Tt (5.3b)

Wie findet man die Lésungen? Das wird im Folgenden besprochen.
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

5.2 Ein paar Begriffe

Ordnung : hochste vorkommende Ableitung

linear : Die Gleichung ist linear in der unbekannten Funktion
und allen ihren Ableitungen.

gewohnlich :  Die gesuchte Funktion hédngt nur von einer Variablen
ab.

partiell : Bsp: 2f(:c y) + 8—Qf(av y) = 0, Gegenteil von ge-

’ S ozt oy?’ ’

wohnlich.

Hier werden nur gewohnliche DGL betrachtet.

‘ Bemerkung: DGL := Differentialgleichung(en)

5.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

5.3.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung
Sind von der Form

Y () = a(z) y(z) + b(z)

Es gibt Standardverfahren diese DGL zu 16sen. Dazu gehéren:

a) a(x) = 0, einfaches Integral

Losung;:

y(z) = /b(x) dz
= B(z)+c¢
B(z) = Stammfunktion
¢ = Integrationskonstante, wird z.B. durch

eine Anfangsbedingung festgelegt.

Beispiel: Fall im Schwerefeld

o 02 —g , mit v(0) = 5
s
v(t)=vg—gt
v(0) = v L50
Also: v(t) ( —Gb; —gt+5—

(5.5a)

(5.5b)



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
b) b(x) = 0, homogene DGL

Enthélt die DGL keinen Term, in dem y oder seine Ableitungen nicht vorkommen, heifit sie homo-
gen.

Y (@) = a(a) y(=) (5.7a)

Dies konnen wir einfach losen:

/ZI((;U)) dz = /a(:p) dz

Inly(x)| = A(z) + ¢ A(z): Stammfunktion
y(x) = £et)te
=ced@® o= 4¢f (5.7b)

Radioaktiver Zerfall [siehe (5.3a), (5.3b)]

d

—N(t)= - N(t N(0) = N,

V) o~ (t), N(0)=DNo
a(t

Also: N(t) = Ny e !

Anmerkung: Man kann vereinfacht schreiben:

_dy

(@) = ala) y(x) =

Umgeformt:

/(;y = /a(:v) dz (5.8)

Diese Schreibweise nennt man auch Separation der Variablen. Dies ist aber nur als verkiirzte
Schreibweise zu verstehen, die zwar immer funktioniert, (5.7b) ist aber der eigentliche Losungs-
weg.

c¢) Inhomogene DGL

Fiir das vollstédndige Problem (5.4) fiihrt der Weg tiber die Variation der Konstanten zum Ziel einer
allgemeingiiltigen Form.

Ansatz:

Losung der zugehorigen homogenen DGL
—~

up(@) = o)A@, A(z) = / a(z) dz (5.92)
~—

Variable statt Konstante



DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Nach dem Einsetzen in (5.4) bleibt:

d(z) = b(z)e AW (5.9b)

oder
= /b(a:)e_A(:”) dz (5.9¢)

oder
) O2) Al / bz 5.9d
Yp(@ (59c) (5.9d)

yp(z) ist eine spezielle (partikuldre) Losung von (5.4). Wir konnen auf diese jede Losung yp,(z) der
zugehorigen homogenen DGL (5.7a) addieren, denn
(yn (@) + yp(x))" = () + yp ()
= a(z) yn(x) + a(z) yp(z) + b(x) = a(z) (Yn(r) + yp(r)) + b(z)

(5.7a)

(5.4)

Yy, () ="y, ()

Also lautet die allgemeine Losung von (5.4):

y(z) i%;; ce®) 4 AW /b(m) e A 4z (5.9¢)
Beispiel:
(@) = “2ay(a) + da.
a(x) b(z)

daraus folgt: A(x) = —a?

yn(z) = ce ™

yp(z) = e’ /436 e dz = 2

—_—
2 ev?

2

Losung: y(z) =2+ ce

5.3.2 Nichtlineare DGL 1. Ordnung

Nichtlineare DGL 1. Ordnung sind von der Form y'(xz) = F(z,y) mit beliebig kompliziertem F.
Im Allgemeinen existiert keine geschlossene Losung. Ein allgemeingiltiges Losungsverfahren gibt
es also nur in Spezialfillen, welche wir im Folgenden behandeln werden.



a) Separable Gleichungen
Form: y (z) = f(z) g(y)

dy
Umformen: —2 =
ormen: —~ f(x) g(y)

dy /
— = z)dz
/ 9(y) fle)
Seien die Stammfunktionen:

S
G(y)_/g(y)

Fz) = / f(z)dz

und

bekannt. Dann lautet die Losung zu (5.11):

y(x) = G (F(2) + o)

Fiir diese Darstellung muss G umkehrbar sein.

Beispiel:
—dy
— dx f(fl‘) g(y)

arctan(y) = 53:2 +c

y(x) = tan (;xz + c>

b) Geschickte Substitution

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(5.11)

(5.12)

(5.13a)

(5.13b)

(5.13c¢)

Gelegentlich lésst sich eine DGL durch eine giinstige Substitution auf eine bekannte, 16sbare Form

bringen.

Beispiel: Bernoulli-DGL

v =a(x) y+blx) y* ,aeR a#0,1

Substitution:
() = ()~
2() = (1-0) (y(a) ™ ¥'(2)
oder
Yo o (@) = 112 (@)

(5.14)

(5.15a)

(5.15b)
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LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Multiplikation von (5.14) mit y~=¢

Y () (y(x)) ™ = a(z) (y(x))' ™ +b(x) (5.15¢)
—_———— —_————
(5.1:5b) i/EICX) (5.;5&)2:(%)
Z(z) = (1 —a) (a(x) z(z) + b(z)) (5.15d)

Auf diesem Weg konnen wir eine DGL der Bernoulli-Form (5.14) immer zu einer linearen DGL
umformen, die mit den Methoden des vorherigen Abschnitts 16sbar ist.

5.4 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Allgemeine Form:

N
> ai(z)y(z) = bl) (5.16)

=1

5.4.1 Eigenschaften der Losungen

Aus der Form (5.16) erkennt man, dass wenn die y;(z) mit ¢ = 1,...,n Losungen der homogenen
DGL zu (5.16) mit b(z) = 0 sind, so auch

= zn:ci yi(z), ¢ e€C (5.17)

Sind die y;(z) alle unabhéngigen Losungen von (5.16), heifit yp(x) allgemeine Losung der homoge-
nen DGL.

Ist fir b(z) # 0 (inhomogene DGL) y,(z) eine partikuldre Losung der DGL, so 16st auch
(5.17)
Ya(®) = yn(2) + yp(z ch yi(z) + yp() (5.18)

die DGL (5.16).

Haben wir eine DGL von der Form (5.16), miissen wir also yp(x) und y,(x) bestimmen, um ihre
Losungen zu erhalten.

Mit nicht konstanten Koeffizienten a(x) kann es beliebig kompliziert werden. Daher beschrianken
wir uns auf konstante Koeffizienten.

5.4.2 Konstante Koeflizienten

Form:

Z a; yD(x) = b(z) (5.19)

= 1 Héangen nicht von = ab.

Vorgehen in Schritten:
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(i) Bestimme yp(z)
(ii) Bestimme ein y,(x)

(iii) Die gesuchte Losung ist (5.18)

a) homogene DGL

Das heifit (5.19) mit b(x) = 0:
N .
Zai yD(z) =0 (5.20)
i=1

Es gibt eine Standardmethode, die prinzipiell immer funktioniert.
Ansatz: y(x) = e

Einsetzen in (5.20):
N .
Z ai ANe? =0
i=1
e £ 0, daher Division erlaubt:

N
Zai )\i:aN)\N+aN_1)\N_1+...+a1)\+a0:O (5.21)
=1

Das Problem reduziert sich also auf die Losung des Polynoms (5.21). Es heifit charakteristisches Po-
lynom. Auf diesem Weg erhalten wir alle N unabhéngigen Losungen von (5.20). Wir unterscheiden
zwei Fille:

(i) Falls alle N Lésungen von (5.21) verschieden sind, sind bereits alle y;(x) = ¢ linear unab-
hangig und die allgemeine Losung hat die Form

N
yp(x) = Zci M ¢ eC. (5.22)
i=1

(ii) Es gibt mehrfache Nullstellen des Polynoms, das heifit einige A\; haben den gleichen Wert und
die zugehorigen Losungen e® sind nicht unabhéngig.

In diesem Fall gilt:
Ist \; ki-fache Nullstelle, dann lautet die Lésung:

M (k-1
yn(z) = Z (Z Cij x]) N ER (5.23)
i=1 \ j=1

M ist die Zahl der unabhéngigen (verschiedenen) Nullstellen von (5.21).
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LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Beispiel:
¥ (2) — 10y®) (z) + 40y (z) — 82y () 4+ 919" () — 52/ () + 12y(z) = 0
charakteritisches Polynom:

A0 — 100° 4400 — 8203 +91A2 — 520+ 12 =0
= (A3 —=3) (A2 —2)%(\ —1)3
A1 =1 ist dreifache Nullstelle

Ao =2 ist doppelte Nullstelle
A3 =3 ist einfache Nullstelle

Losung:

yn(x) = (c1 +ca 4+ c3 2%) € + (ca +c5 1) €* 4 ¢ €3

Besonderheit bei reellen Koeffizienten:

Sind alle Koeffizienten a; der DGL (5.20) reell und gibt es komplexe Losungen A\; = a; + i 3; des
charakteristischen Polynoms (5.21), dann ist auch die konjugiert-komplexe Zahl \; = a; — i §3; eine
Losung:

N .
—_—
doa;x =0
=0
Diese beiden Losungen lassen sich dann schreiben als
ci T 4G eliT
= ¢ i x+iB; +é e%i T—iB;
— pWi® (Ci elﬁix —f—CNZ‘eilﬁiz)

=Y A cos(Bix+ p)
= e A sin(B;x + @) (5.24a)

Das heifit, die Losungen kénnen durch sin(x) und cos(z) ausgedriickt werden. Diese sind unabhéan-
gig.
Aquivalent zu (5.24a) ist:

yp(z) = ...+ € (A cos(fix) + B sin(f; x)) (5.24b)

b) inhomogene DGL

Wenn fiir die DGL (5.16) die Losung der zugehérigen homogenen DGL der Form (5.20) bekannt
ist, reicht es eine partikuldre Losung von (5.16) zu kennen. Es gibt kein allgemeines Verfahren diese
partikuldre Losung zu bestimmen. Vielfach sind die Ausdriicke b(z) aber so einfach, dass leicht eine
Losung, oder zumindest ein Ansatz, erraten werden kann.

Immer einen Versuch wert sind:
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(i) fur b(z) = Be*™®
Ansatz: y,(x) = Ae™” (5.25a)

(ii) fur b(z) = By cos(ax) + B sin(ax)
Ansatz: y,(x) = Ay cos(ax) + Ag sin(ax) (5.25b)

(iii) fiir b(z) = Bo+ Bix + Boa®? + ...+ B, 2"
Ansatz: y,(z) = Ag + Az + Ag2® + ... + Ap 2" (5.25¢)
(iv) Ist b(z) eine Summe oder ein Produkt der Formen i, ii oder iii, kann man fiir den Ansatz
eine Summe oder ein Produkt der gleichen Form versuchen.

(v) Kommt einer der Terme aus i, ii, iii und iv bereits in der homogenen Losung y,(x) vor,
kann man versuchen, im Ansatz den entsprechen Term mit der kleinsten Potenz von x zu
multiplizieren, sodass der Term sich von allen homogenen Losungen unterscheidet.

Beispiel:

b(z) = ¥, yp(z) = ae® +be
yole) = BaeX

c) Beispiele

DGL eines getriebenen, geddmpften harmonischen Oszillators:

B(t) + 2y a(t) +wi(t) = f(t) (5.27)
Wo kommt das in der Physik vor?
Beispiel: Federpendel im Olbad.

" M

fTotor

Ol: geschwindigkeitsabhingige Reibungskraft
F R = —’S/’U

Dann lauten die Konstanten fiir (5.27):

oA
2m
F(t
f= L) (Kraft des Motors)
m
D
wg = - D = Federkonstante
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Beispiel: Elektrischer Schwingkreis

Strom

induktive Kopplung

.1
LI+ RI+ 51 = In(t)
.1 L (t)
f+ = i -
+ +ral
~—~ ~— ——
2y w2 £(®)

Losung der homogenen DGL fiir v < wp (s. Ubungen):

zp(t) = e ae™ 4 be ™) mit w = /wg — 2

Beispiel fiir eine duflere Anregung:

f(t) = A cos(wpt)
Ansatz: x,(t) = a cos(wot) + b sin(wot)

Ableiten und Einsetzen in (5.27):

—awd cos(wot) — bwi sin(wot) — 2yawg sin(wot)
+2ybuwg cos(wot) + awg cos(wot) + bwa sin(wot) = A cos(wot)

—27yawp sin(wot) + 2ybwp cos(wot) A cos(wot)

Koeffizientenvergleich

cos(wot)

2ywob = A

—b

~ 29w

46
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(5.29a)

(5.29b)

(5.29¢)
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sin(wot)
2vwpa =
—Sa= (5.29d)
(5.292) A |
xp(t) (5390 270 sin(wot) (5.29)
(5.29d)

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet also:

(528) ef'yt(a eiwt + befiwt) +

Wt
v ( ) (5.29¢) 2vwg

sin(wot) (5.291)

d) Integrationskonstanten

Die Losungen (5.22) bzw. (5.23) einer DGL n-ter Ordnung enthalten N Integrationskonstanten c;.
Diese werden festgelegt durch NV Bedingungen. Das fiihrt uns auf das Anfangswertproblem:

y(0) = A1, y/(0) = As, ..., y™D(0) = Ay
oder das Randwertproblem:

y(0) = A1, v/ (z1) = Ao, ...

e) Zusammenfassung

Losungsschema:
(1.) Homogene DGL l6sen:

e funkioniert immer — aber nur im homogenen Fall und nur fiir lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten.

(2.) Eine partikuldre Losung der inmhomogenen DGL bestimmen:
Siehe Unterunterabschnitt b)

(3.) Die allgemeine Losung der DGL ergibt sich durch:
Ya(2) = yn(2) + yp(2)

(4.) Anfangs- oder Randbedingungen berticksichtigen.

5.5 6-Funktion

Die 0-Funktion ist eigentlich gar keine Funktion, sondern eine spezielle irreguldre Distribution mit
kompaktem Trager, die in der Mathematik und Physik von grundlegender Bedeutung ist.



5.5 J-FUNKTION

5.5.1 Auftreten und Definition

Die Dirac’sche-6-Funktion hat viele Anwendungen in der Physik, z.B.
» Hilfsgrée beim Rechnen, vgl. Abschnitt 5.6
» Beschreibung von StoBen
» In Pseudo-Potentialen in der Quantenmechanik

Sie ist definiert uber

f(zo) fallsa <z <b

b
/f(w)5(w —xp)dz = { (5.30)

d(x — xo) =0, falls z # xo.

0 sonst

und sie ergibt erst in Zusammenhang mit einer Funktion f(x) einen Sinn.

Die §-Funktion ist trotz ihres Namens keine Funktion sondern eine Distribution. Distributionen sind
stetige, lineare Funktionale auf dem Raum D der Testfunktion, das heifit sie sind Abbildungen:

T:D—R; af+Bgr T(af +Bg) =aT(f)+ BT (g) €R (5.31)

Dabei enthélt D die Funktion f, deren Trager kompakt ist und die beliebig oft differenzierbar sind
(f € C).

Zusammenhang mit der §-Funktion: T5(f) = [ f(x)d(z — z) dz = f(x0), das heifit die Funktion f
wird abgebildet auf ihren Wert bei x = zo.

5.5.2 Approximation der d-Funktion

Die ¢-Funktion lésst sich nur tiber (5.30) angeben. Man kann keine explizite Funktion nennen. Es
gibt aber Approximationen, zum Beispiel:

n falls — i <z< S
dn(x) = 2n 2n (5.32a)
0 sonst
Su(z) = %e*’mz (5.32b)
n 1
On () = SH?EZOC) (5.32d)

Fiir alle Funktionen gilt:
lim 6,(0) = oo
n—oo
Jim dn(x #0) =0 (5.33)

Die Grenzwerte existieren also nicht fiir x = 0. Trotzdem kann man sie als Approximation der
6-Funktion verstehen in dem Sinn, dass

n—oo

zo—b
lim / F(2)n (@ — o) dz = f(x0) (5.34)
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BEWEIS fiir (5.32a):

. 1'
Se1a>%.

(5.32a) .. L 1 1
=" lim nf(l‘)d$—7lll_)ﬂolon<F($o+%)—F(xo—zn)>

ot 5) = F(wo — 5
—0 £
Oft schreibt man: lim_ In(x) = 0(z).

D _ (ag) = f(an)

Aber Vorsicht: Das setzt die Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwert in (5.34) vorraus!
Der Grenzwert existiert aber nicht fiir x = 0! Diese Schreibweise darf nicht wortlich genommen
werden. Sie steht symbolisch fiir (5.34).

Visualisierung der Approximation %e*””ﬂ mit n € {1,3,6}:

5.5.3 Eigenschaften der d-Funktion

/ 5(z) dz P21 (5.35)

[ @)@ da 2 f0) (5.36)

d(z)r=0 (5.37)
BEWEISs:

/ 5(2)f )z da 22 0£(0) = 0

= 7 dz 0 £(0)

0(x — xp), (5.38)
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wobei die z,, alle (einfachen) Nullstellen von g(z) sind.

Insbesondere folgt aus (5.38):

Fir g(z) = —x

§(—z) = o(x) (5.39)
Fir g(x) = bx

5(bx) = “1)5(95) (5.40)

5.5.4 Beispiele fiir die Anwendung der §-Funktion

[ 1@ (3w = 1) = 8(a -+ 1) do = £(1) = F(-1) (5.41a)
e 2
/x2(5(3: ~1dr =1 (5.41b)
-1
2
/:czé(:n +2)dz =0 (5.41c)
21
/ ez —yHdr =e v (5.41d)
/ f(x)d(z — o) dz = f(x0) (5.41¢)
/ 3225 (x 4+ 2) da = 12 (5.41f)
5.6 Greensche Funktion
5.6.1 Allgemeine Betrachtung
Wir betracheten eine inhomogene, lineare DGL:
N
Y aiy(x) = b(x) (5.19)
=0

von der die Losung yp,(z) der zugehorigen homogenen DGL bekannt sei.

Das folgende Verfahren dient dazu, die Losung von (5.19) zu finden, die mit einem Satz gewéhlter
Anfangs- oder Randbedingungen vertraglich ist.

Wir suchen dazu eine Funktion G(z, z), sodass wir die Losung berechnen koénnen als

y(z) = / Gz, 2) b(z) dz, (5.42)
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d.h. wenn wir G(z, z) bestimmt haben, kénnen wir fiir jede beliebige Inhomogenitéit b(z) die Losung
einfach nach (5.42) berechenen. Dies gilt nur fiir die Losung im Intervall a < z <b.

Versuch: Einsetzen (5.42) in (5.19)

b N g
/Z a; — z) b(z)dz = b(x),

a =0

0(z—x)
falls das der d-Funktion entspricht ist die Gleichheit erfiillt.
Wir sehen also G(x, z) muss Losung sein von

N di
G =6(z— 5.43
S 0,7) = 3~ (5.49)
Weiterhin muss G(z, z) folgende Bedingungen erfiillen:

» G(z,z) muss so gewahlt sein, dass y(x) die gewiinschten Rand- oder Anfangswerte erfiillt.
Also, wenn y(z;) = 0 fiir bestimmte z;, dann auch G(z;, z) = 0.

— 00, bei den niedrigeren
xr=z

» Gleichung (5.43) lésst sich nur erfiillen, wenn dd—]\]]VG(az, z)
€T
Ableitungen macht das keinen Sinn.

» Das ist moglich, wenn die Ableitungen wie folgt aussehen:

N

del
dgN-1

G(z, z) hat einen Sprung bei z = z. %G(az, z) hat einen Knick bei z = z.

Alle niedrigen Ableitungen sind bei x = z differenzierbar und somit auch stetig.

Die Bedingungen kénnen verwendet werden um G(z, z) zu bestimmen, denn berechne:

z4e N z+e
il_r)%/ZaZ 1 (x, 2 dSU—il_I}% §(z —z)dx
zZ—E&
=1

51



.6 GREENSCHE FUNKTION

Linke Seite:

del del ‘
ayn il_I}(l) [(WG(Z +e,2)— WG(Z — €, z)] (N-ter Term)
N-1 i—1 i—1 AT :

. d* d N — 1-ter bis
+ ; i il—r}(lJ [dxi_lG(z +ez) - dri—1 Glz—e, Z)] < 1-ter Term >
=0, weil stetig
+ il_r)r(l) apG(z, z)e (0-ter Term)
=0
Es bleibt iibrig:
dN—l dN—l
aNgl_I}(l) [(WIG(Z‘F&Z) - deNlG(Z—é,Z)] =1 (5.44)

Fir z # z ist 6(z —x) = 0, dort muss G(z, z) also die homogene DGL erfiillen und die Abhéngigkeit
von z kann nur in den Koeffizienten stecken.

N
Glz,2) "2 S ei(z) M, w Az (5.45)
i=1

oder analog fiir (5.23).

Anmerkung: Dieses Vorgehen funktioniert genau gleich bei nicht-konstanten Koeffizienten a;(x)
der DGL.

5.6.2 Vorgehen an einem Beispiel

Aufgabe: Lose die DGL

d? 1
@y(fﬂ) +y(z) = sin(z) (5.46)

im Intervall 0 < o < % mit y(0) =y (5) = 0.

Schritt 1: Allgemeine Losung fiir x # z

Gl 2) (5.28) A(z) cos(z) + B(z) si.n(x) r <z (5.47)
(5.24b) | C(2) cos(z) + D(z)sin(z) = >z
A(z),B(z),C(z), D(z) : z-abhéngige Koeffizienten
cos(x),sin(x) : Losung der homogenen DGL
Schritt 2: Die Randbedingungen fordern
s
G(\O/,z):G( 5 ,2) =0 (5.47b)
r<z—A(2)=0 ~~

x>z—D(z)=0
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und es bleibt:

a) | B i <
Gla, ) 041 [ B@)sine) @ <2 (5.47¢)
(5.470) | C(2) cos(x) x>z

Schritt 3: Stetigkeit und Sprungbedingung (5.44) auswerten:

;12% (G(z+¢e,2) —G(z —¢€,2)) =0,
also mit (5.47c):

C(z) cos(z) — B(z)sin(z) =0, (5.48a)
und aus (5.44):

lim (dG(z +e,2) B dG(z — 5,2)) _1,

e—0 dx dz
also mit (5.47c¢):

—C(z)sin(z) — B(z)cos(z) =1 (5.48b)

Die Gleichungen (5.48a) und (5.48b) liefern unter Verwendung der Identitét sin?(x) + cos?(z) = 1:

C(z) = —sin(z) (5.49a)
B(z) = —cos(z) (5.49b)

Schritt 4: Greensche Funktion aufstellen:

Gl 2) (5.47c) — c?s(z) sin(z) =<z (5.50)
(5.49a),(5.49b) | —sin(z) cos(z) = > z
Schritt 5: Bestimmen der Losung von (5.44)
; 1
vo) = [ Gla2) s as
0
x 3
(5.50) sin(z) . / ) cos(z)
= O/Cos(x)sin(z) dz sin(x) sn(2) dz
= —z cos(x) + sin(z) In(sin(z)) (5.51)

Anmerkungen:

» Die gleiche Greensche Funktion kann nun bei gleichen Randbedingungen auch fiir jede andere
Inhomogenitéit verwendet werden.

» Die hier vorgestellte Methode funktioniert nur bei homogenen Randbedingungen () (z;) = 0.
Liegen diese nicht vor, transformiert man

f(x) =y(z) + g(x)
mit einem g(x) so, dass f(z) homogene Randbedingungen erfiillt. Man 16st die DGL fiir f(x).






DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNKTIONEN MEHRER VERANDERLICHER

6 Differential- und Integralrechung fiir
Funktionen mehrer Veranderlicher

Die Differential- und Integralrechung fiir Funktionen mehrer Verdnderlicher unterscheidet sich ge-
geniiber der herkdmmlichen Infinitesimalrechnung im Hinblick auf die Anzahl der Variablen und
den damit verbundenen Besonderheiten und verénderten Regeln.

6.1 Differentialrechnung

6.1.1 Partielle Ableitung

a) Einfiihrung

Die partielle Ableitung ist die Verallgemeinerung von (1.3) und hat fir eine Funktion f(z1,...,x,)
die Form

of . flx, o mi Ay ) — [T, Ty e Ty)

Bz | wimso Az, (6.1)

Sie entspricht der Ableitung (1.3), wenn wir alle anderen z; festhalten (als konstant betrachten).

Beispiel:
[y, z) = f(r) =\/2? +y* + 22 = |r]
of 1. %  _ Yy (6.2)
Oy  2\/z2+y2+22 || '
Es gibt mehrere Schreibweisen:
of
=0, f = fu, 6.3
oo =0 = (6.3

oder (%) , heifit: Ableitung von f nach z, wobei y festgehalten wird.
y

Auch hohere Ableitungen folgen dem Schema (6.1).

Beispiel:
flzy) =2 +y?
of x of y
TR e A TR
0% f 1 1 x2z y?
R N e N S
0% f x?
TN
*f _ f y

0xdy  Oydr \/m?’

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen lésst sich immer vertauschen!

6
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DIFFERENTIALRECHNUNG

b) Kettenregel und totale Ableitung

Betrachte eine Funktion f(z,y,t), wobei x und y selbst wieder von ¢ anbhéngen.

< () v(0). )
R A (6.4)
(6.4) heit totale Ableitung.
Beispiel:
flx,y)=ze ¥ mitz=1+t, y=1=
R OO R N

Oz dt oy dt Ot
N~ ~— =~
e v 1 _x ey 3t2 0

= eV _ 342 p(t) ev®
= (=33 -324+1) "
¢) Zum Unterschied zwischen partieller und totaler Ableitung

Die Definition besagt:

8 ) - )
2 f(ay) = tiy ST =)

Alle Variablen aufler x werden in diesem Fall festgehalten. Das gilt auch, wenn y selbst wieder von
x abhéngt:

muss festgehalten werden

0 ~ =
5.7 (2 v(@)

Wirkt nur auf dieses x
Warum ist das so?

Das ist die Definition der partiellen Ableitung. Sie wirkt nur auf die expliziten Abhéngigkeiten. Die
totale Ableitung wirkt auf die expliziten und impliziten Beitrage:

d [ 0% exp(tz(t))
o . dt \ ozot t
g (01 F@(0.0
)
o)1) = 3 (5 exptt =)
d
—Fa(0),1) _ %@;(t) expl(t z(t)))

= &(t) exp(t z(t)) + x(t) exp(t x(t))(x(t) +t ©(t))
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6.1.2 Differentiale
a) Totales Differential

Wir betrachten eine Funktion f(x,y) unter kleinen Anderungen Az und Ay. Dann reicht eine
lineare Néherung.

At = f(z+ Az, y + Ay) — f(z,y)
= flz + Ax,y + Ay) — f(z,y + Ay) + f(z,y + Ay) — f(z,y)
_ fle+ Az, y + Ay) —f(ﬂc,erAy)Agch fz,y+ Ay) —f(ﬂc,y)A

B Az Ay 4
(6.1) of 0 f
~ ——Ax
3z " " By
Im Grenziibergang Az — 0, Ay — 0 schreibt man:
f f
d d 6.5
f= + 5,9 (6.5)
df heiflt totales Differential.
In mehreren Dimensionen allgemein:
n
0
df = or - du; (6.6)
7 O;
b) Vollstindiges Differential
In Verallgemeinerung von (6.6) nennt man jede Form:
df = Z a;i(x1, ..., xy) da; (6.7a)
ein Differential.
Es heifit vollstindig oder exakt, wenn es eine Funktion f(x1,...,z,) so gibt, dass
of
= 6.7b
@i 81,‘1 ( )
Notwendige Bedingung fiir ein vollstédndiges Differential ist:
8(11' 80,]'
_ 6.7
(9:6]' 8.7}1 ( C)
Beispiele:

y1 = ydz 4+ x dy ist ein vollstdndiges Differential, denn es existiert:

flz,y) =2y +c

sodass
or Y oy

yo = ydx 4 3x dy ist kein vollstdndiges Differential.

Ut
S|



6.2 INTEGRALRECHNUNG
¢) Variablentransformation

Haben wir eine Funktion f(z1,...,z,) und wollen die Variablen z; durch neue u; ausdriicken gilt:

xi =xi(ug, ..., up)

Was passiert mit der Ableitung?

Of & Of O _Z”:<axi> of

8Uj - =1 8.% au]‘ - Buj 8.%'2

(6.8)
i=1

Beispiel: In 2 Dimensionen transformieren wir kartesische Koordinaten in ebene Polarkoordina-

ten:
x =1 cos(p)
y =1 sin(p)
r=/2 + y2

Yoo ’
r
7
T
Dann ist z.B. (f(z(r,¢)), y(r,¢))
or  \or) oz or) oy Yo ‘Pay
T af Y of

= — 4+ —_—
/$2+y2 oz /x2+y2 ay

6.2 Integralrechnung

6.2.1 Definition des mehrdimensionalen Integrals

Wir haben das 1-dimensionale Integral als Grenzwertprozess eingefiihrt:

b—a

n

b n
/f(x) dz = nli_}H;OZf(:Ui)Ax , mit Az = (2.4)
p i=1

Ganz analog konnen wir nun bei einer Funktion vorgehen, die von zwei Variablen abhéngt: f(z,y)
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Wir greifen kleine Fléchenelemente AA heraus und summieren iiber diese:

1= [ avdyfia.y) = Jim 5 S ) A,

(6.9)

wobei der Punkt (z,,,y,) in AA liegen soll.

Existiert der Grenzwert und ist er unabhéngig von der Wahl eines (z,,y,) in AA, so existiert das

Integral (6.9).

Analog kénnen wir weitere Dimensionen hinzufiigen, z.B. ein Volumenintegral AV,,.

6.2.2 Berechnung

Die praktische Berechnung erfolgt nicht iiber beliebige Fliachenelemente AA,,, sondern iiber ge-

schickt gewéhlte Reihenfolgen. In zwei

Ymax

Dimensionen kann das folgende Vorgehen gewahlt werden:

3. Streifen

2. Streifen \Z

1 (1/5) \\

Ymin

» Summiere (bzw. Integriere) zuerst tiber einen Streifen parallel zur x-Achse, d.h. bei festem

y. Achtung: die Grenzen héngen

vom gewahlten y ab. Dies ist ein eindimensionales Integral,

das wir mit den bekannten Methoden berechnen konnen.

» Summiere dann {iber alle Streifen y, dies ist jetzt auch ein eindimensionales Integral.

In einer Gleichung kénnen wir das folgendermaflen ausdriicken:

Ymax $2(y)
1= [ | ] teyde|
Ymin q;l(y)

Streifen parallel zur z-
Achse bei festem y, iibrig
bleibt eine Funktion, die
nur noch von y abhingt.

Integration tiiber alle Streifen fir
das Integral, das nur noch von y
abhéngt.

6



6.2 INTEGRALRECHNUNG

Die Reihenfolge ist nicht entscheidend, man kann auch erst Streifen parallel zur y-Achse wéhlen.

In mehreren Dimension funktioniert das vollig analog: Erst Streifen bilden, dann die Streifen zur
Flache aufsummieren, dann die Flache zum Volumen aufsummieren, usw.

6.2.3 Beispiele
a) Dreieck

Wir berechnen die Flache dieses Dreiecks:

N

—
o
&
—
o
<
—_

A:/ 1dedy —
A

(z)

1
/ / dxdy—/[ ]g(x) dz
=0 y=0

1 1 1y
/ /1—xdx—{x—x] = —

Integriere xy? iiber diese Fliche: (Das ist vollig exemplarisch und hat keinerlei praktische Anwen-

dung)
1 11—z
/dx/ dy xy?
0 0
1
= [ e
3
0
1
/ 1—:c
0
S P 11 td
——E{x( _x)]0+ﬁ/( —z)tdx
— 0

60
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b) Kegel

Wir berechnen das Volumen des Kegels:

Das Volumen ist:

V:/// 1dzxdydz
1%

Wahl der Grenzen
z Zminzoy Zmax:h

x und y: Fir jedes z ist die Fliache (x,y) ein Kreis mit dem Radius

r(z) :R<1— Z)

In dieser Ebene:

Ymin = _T(Z) 5 Ymax = T(Z>

Aus der Kreisgleichung;: 2+ y2 =2

Tmin = —/ T(Z)Q - y2 y  Lmax = 4/ T(Z)Q - y2

R 7(z) r(2)2—y?
V:/dz/ dy / de1=...
0 —r(z) —\/r(z)2—2

c) Kugel

R VR R
V:/dz / dy / dr f(x,y,2)=...
-R —VRZ=:2 —/R2_22 2
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6.2 INTEGRALRECHNUNG

In Kugelkoordinaten:

x =rsinfcosy
y =rsinfsinp
z=rcosf

R T 27

Vz/dr/d@/dap sin@r?f(r,0,0) = ...
0

0 0
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VEKTORANALYSIS

7 Vektoranalysis

Die Vektoranalysis erwietert die bisher bekannte Differential- und Integralrechnung auf mehrere
Dimensionen.

7.1 Einfiihrung

Zusétzlich zu Funktionen f(x), g(z1,...,x,) betrachten wir nun auch vektorwertige Funktionen,
also Vektoren, deren Komponenten Funktionen von mehreren Variablen sein kénnen.

Ein paar Begriffe:
» f(z) : skalare Funktion
() : Skalarfeld, Beispiel: Gravitationspotential (im Raum ¢(r))

> f
> f
» f(r

)
(x) : Raumkurve, Beispiel: 7(t) Ortskurve einer Bewegung
(r) :

Vektorfeld, Beispiel: Magnetfeld B(r)

7.2 Ableitung eines Vektors

Als elementaren Schritt bendtigen wir die Ableitung eines Vektors.

Beispiel:

r(t) =z(t)es +y(t)ey + z(t)e,
x(t)

)
(
= | y(t) (7.1a)
z(t)

Dann lautet die Ableitung

(t) = %r(t) = i(t)eq + y(t)ey + i(t)e- (7.1b)

Oder fiur ein Vektorfeld

A(’I‘) = Am(l', ya z)ex + Ay(:Ev ya Z)ey + Az(xa ya Z)ez
Ax(xvyu Z)
= Ay (@,y,2) (7.2)
Ax(2,y,2)
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ABLEITUNG EINES VEKTORS

d 2a
@A(T) 7.2 OyAe(,y, 2)€s + Oy Ay(z,y, 2)ey + 0 A (2,y, 2)e.
OyAy(z,y, 2)
Iy Ay(z,y,2)
OyA.(z,y, 2)
Produktregeln:
d do da
2 (owa() = Lat ol
d da db
@(a(u)b(u)) =T -b—i—a-@
d da db
a(a(u) x b(u)) = u b+a x T

7.2.1 Koordinatentransformation im Integral
a) In zwei Dimensionen

In kartesischen Koordinaten

[ faypdody= [ flz.y)da

Wie grof} ist dA in anderen eventuell krummlinigen Koordinaten?

u = const.

a und b spannen ein Parallelogramm auf.

am/au

a=|9%/ou| du= a—rdu
ou
0
az/av
b=|9%/ov| dv= @dv
0 ov

a und b sind die Tangentialvektoren an die u- und v-Linien.
Dann folgt aus Unterabschnitt 3.3.2:

B |0z dy  Ox oy
dA =|a x b| = 9050 v Bu dudv

Y v = const.

(7.3a)
(7.3b)

(7.3¢)

(7.4a)

(7.4b)

(7.4c)
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Dies kann man auch schreiben als Betrag einer Determinante:

Bm/au 6y/au

dd = 8m/8v 8y/8v

dudv (7.4d)

Jacobi-Determinante

b) In beliebigen Dimensionen

8m1/3ul 8332/8u1 - 8wn/au1
8901/61@ 8x2/3u2 . 8xn/3u2

dzi;dzy... dz, = . . dup dus . .. duy, (7.5)
Bml/aun Bxg/aun ... axn/aun

Siehe auch Abschnitt 3.5.

7.3 Linienintegrale

7.3.1 Motivation und Problemstellung

Arbeit in der Physik ist definiert als W = F' - s (Kraft entlang des Weges mal Weg).

Es kann vorkommen, dass sich die Kraft entlang des Weges dndert. Wie berechnet man dies also,
wenn F' an jedem Ort unterschiedlich ist?

F=F(r)

Losung: Integration iiber infinitesimale Wegelemente dr

W= /C F(r). dr, (7.6)

wobei C' der Weg im 3-dimensionalen Raum ist.
C:R=R3 tsr(t)=|y@)], (7.7)
t ist der Bahnparameter, z.B. die Zeit.

7.3.2 Berechnung

Die tatséchliche Berechnung erfolgt iiber den Parameter ¢t. Man nutzt aus, dass

dr = dz(:) dt (7.8a)
W= /C F(r)- dr "2 / F(r(t)) - dzg) dt (7.8b)
iy —~——

Skalare Funkti-

on von t



7.3 LINIENINTEGRALE

Es bleibt nur noch ein eindimensionales Integral, das gelost werden muss. Der Wert des Integrals
ist unabhéngig von der Parametrisierung.

Beispiel: Eine Masse im homogenen Gravitationsfeld wird entlang einer Kugelschale nach oben
bewegt.

z

D

0
r(rsinﬂ , 6em0]

F, = —mge,

Unsere Kraft: F = —F, = mge.

rcos 6
a0
a | "
—rsin6
0 0 0
W:/mg Of-| rcosf | do
e 1 —rsin6

0
= / —rmgsin 6 df

= mgr [cos 0] = 2mgr

7.3.3 Weitere Linienintegrale

a) Vektoriell

7 dr(t)
[ ) ar= [ 1) o

Skalare Funktion %o

dt (7.9)
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b) Bogenlidnge

/C ds = 7 ’ d’(;(:) ’ dt (7.10)

Dieses Integral berechnet die Lange des Integrationsweges.

Beispiel: Umfang eines Kreises

Rsinp
2 d 2T .
U(7:10)/‘ T(‘p)’dgo:/ R<_Sm¢>‘d¢
de cos

7.4 Oberflachenintegrale

7.4.1 Flachenelement

Eine Flache kann durch 2 Parameter angegeben werden. Jeder Punkt im Raum, der zur Flache
gehort, kann dann geschrieben werden als:

r(u,v) = [ y(u,v) (7.11)

Beispiele:

Wie wir in der Schule (hoffentlich) gelernt haben, wird eine Ebene durch zwei Vektoren a und b
aufgespannt und ist in einem Punkt rg verankert.

r(u,v) =r9g+ua+vb, u,veR
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OBERFLACHENINTEGRALE

Kugeloberflache:
(8.11a) sind cos ¢ 6 € [0, 7]
r = R|sinfsing | , ’ (7.12)
(8.11b) 0 @ € [0,2m)
(8.11c) cos

Wir wissen bereits, dass fur die Integration iiber eine Fléiche gilt:

(7.4a) |Or  Or

dA =" |— x —| dud
(7.4b) | Ou % au| Y
(7.4c)

Es gibt auch Anwendungen, in denen der Fliche eine Richtung zugewiesen werden muss.

Beispiel: Stromung durch eine Fléche

n,
—
Flache 1 Flache 2 > Flache 1

Der Fluss sollte gleich sein. Deshalb ist die Richtung entscheidend.

Dazu verwendet man:

or Or

wobei n der Normalenvektor ist:

or o or
ou v (7.13b)
o\ or
ou v

n =

Anmerkung: Die Richtung von n ist nicht eindeutig, weil

or " or  Or " or

ou" v  Ov Ou
Man nennt die Wahl der Richtung Orientierung der Flache: Bei geschlossenen Fléachen ist es tiblich,
n nach auflen zeigen zu lassen.

Beispiel:
sin 6 cos
(7.12) o
r = R|sinfsiny (Kugel) (7.14a)
cosf
or (8.12b
% ( = )Reg
2:; (8.2 Rsinfe,
(7.13a) 5o . _ P2y
dA " =" R"sinfleg x e, = R"sinfe, (7.14b)
e
?)Z X g; = R%sin @ (7.14c¢)
n=e, (7.144)
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7.4.2 Integrale

Ahnlich wie bei den Linienintegralen hat man nun mehrere Mdglichkeiten, Integrale zu definieren:

Oberflachenintegral:
or Or
/dA é(r) —/qb(r(u,u)) o x L dudv (7.15)
Skalare Funktion, die
nur noch von v und v ab-
héngt.
Weiterhin:
/ dA 6(r) = /¢(r(u, o) (gz Y ‘32) du dv (7.16)
Vektor
or Or
/ dA-F(r) = /F(r(u,v)) . (E)u X 87}) dudv (7.17)
Skalar
(Fluss durch eine Fliche)
or Or
[F@) < da= [ Fee) < (au < a@) du dv (7.18)
Vektor

7.4.3 Beispiele und Anwendungen

Eine mogliche physikalische Anwendung wére, den Fluss der elektrischen Feldlinien einer Punktla-
dung ¢ durch eine Kugelschale S zu berechnen.

q T q €
E = —_— = —_—
(r) deg |r|® dmweg 12
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7.4 OBERFLACHENINTEGRALE

Fluss der Feldlinien durch die Kugelschale:

T 2
~ (7.14b) ¢ e\ .
Ff/F(r) dA O/deo/ <4m032> ‘R s;jeer

21

™
_ 1 /sin&d@/dnper-er:g
471'80 5 ) N—— €0

=1
———— ——~
=2 =27

Flache eines Dreiecks im Raum:

Y
x
Parametrisierung fir alle Punkte auf der Fléche:
1
r(u,v) =0 +ua+vb, uwel0,1—v] vel01]
0
or (1
aﬁ = a = ]_
“ 0
—1
o _y_ ( :
v 1
—1 -1
dA = a—rxa—r dudv = 1 x| 0 du dv
ou v
0 1
1
=[|1||dudv=+v3dudv
1
1 1—v
F:/ldA:/dv/ du v/3
0 0

-3
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7.5 Differentialoperatoren
Siehe auch Kapitel 8.

7.5.1 Nabla-Operator

Der Nabla-Operator ist ein Vektor, der in kartesischen Koordinaten definiert ist als:

O/oa 0 0
Ve |9oy| —ens 4o, 2 +e. 1
8?2?: “ O eyﬁy © 9z (7.19)

Als Operator héngt seine Bedeutung von der konkreten Anwendung ab.

7.5.2 Gradient
a) Definition

Der Gradient eines Skalarfeldes ¢(r) ist definiert als:

oo §(r)
erad 6(r) = Vo(r) = | 9oy o(r) (7.20)
9o 6(r)

Als Beispiel aus der Physik:

F(r)=-VV(r)
—— ——
Kraftvektor Potential

b) Richtungsableitung

Der Gradient hilft auch bei der Frage, wie sich ein Skalarfeld entlang einer Richtung a &ndert,
denn:

d
ng)(ro + ta)

t=0

d
= E¢($0 + tag, Yo + tay, 2o + ta,)

t=0
T 1t=0 - Yli=0 2 lt=0
= v ¢‘r0 ta
Man nennt
d
aqﬁ(ro +ta) =a-Vo(ry) (7.21)

die Richtungsableitung von ¢ in Richtung a.

a - V¢ wird maximal, wenn a in die gleiche Richtung zeigt wie V¢. Daraus kann man ablesen, dass
V¢ in die Richtung des stéirksten Anstiegs zeigt.
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c) Beispiele

Exemplarisches Beispiel:
Yz

o(r) =xyz, Vo(r)=|zz
Ty
Gravitationspotential:
MmG —MmG
r vt +y s+ z

Die zugehorige Kraft lautet:

—MmG v
Fg = _V(Zs(r) = 5| Y
Va2 +y? + 22
MmG MmG
= — r = — eT
r3 r2

7.5.3 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist definiert als:

8/82: A,
divA=V-A=|9ay]|-|A,
8/32 A,

_04. 04y | 04, (7.22)

ox y 0z

Die Divergenz beschreibt Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

(> L Quelle
/ \ divA >0
_\: :/_ Senke

/ \ divA <0

Beispiele:

T

A=yl , divAzai+@+%:3

or 0Oy Oz

z ~
0

B=|z|, divB=0
0
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7.5.4 Laplace-Operator

Den Laplace-Operator erhdlt man aus der Kombination von Divergenz und Gradient.

6/ ox 8¢/ oz
Ap =divgradg =V -V = | 9/ay | - | 9¢/ay
B/Bz 8¢/87;
_Po P (7.23a)

T 0x? T oy2 T 022

oder als Operator
0? 0? 0?
(7.23b)

022 Oy? + 022

Vorkommen in der Physik:

» Wellengleichung in 3 Dimensionen:

(A— ! 82>w(r,t):0

vpy, 01
» Schrodingergleichung;:

2
m%w(r, b= (-ij + V(r)) o, 1)

» Poisson-Gleichung;:

Massendichte
A & =4nGp(r
p(r)
Gravitationspotential

7.5.5 Rotation

a) Defintion

Die Rotation eines Vektorfeldes A(r) ist definiert als

8/(937 Ax(’l")
rot A(r) =V x A(r) = | 9oy | x | Ay(r)
8/(92 Az(r)
OyA. — 0.4,
= | 9.4, — 9, A, (7.24)
Ox Ay — OyAy

Das Ergebnis ist wieder ein Vektorfeld.
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b) Existenz eines Potentials
Fiir ein Gradientenfeld gilt:

0y0.¢ — 0.0y 0
rot grad ¢(r) = | 0,0, — 0,0,0 | = [0 =0
Gradiontenfeld  \OzOy® — 0y0z 9 0

Umgekehrt kann man beweisen, dass in einem einfach zusammenhingenden Gebiet gilt:
Wenn rot A(r) = 0, dann gibt es ein ¢(r), sodass A(r) = grad ¢(r).

In der Mechanik:
Wenn fiir eine Kraft F gilt rot F' = 0, dann gibt es ein Potential V(r) zu dieser Kraft: F(r) =
—VV(r).

Dann gilt fiir ein Arbeitsintegral:
T2
W= /F(r) dr = V(r1) — V(rs)
r1
Man spricht von einer konservativen Kraft. Diese ist ,wegunabhéngig®.

c) Beispiele

rot A =V x

rot B =V x

B in der z-y-Ebene:

-—— — | — —
—_——— | — — —>

Vorstellen als Stromungsfeld:
Ein Teilchen in dieser Stromung beginnt, sich um seine eigene Achse zu drehen.

Die Rotation identifiziert Wirbelfelder.
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7.5.6 Niitzliche Relationen
divgradV =V -VV =AYV
rotgradV =V x VV =0

divrtot A=V - (Vx A)=0
V(V4+W)=VV+VW
V(VW) = WVV+VVW

VA-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+(B-V)A
(A+B) V-A+V-B
V x (A—i—B) VxA+VxB
V- (VA)=VV-A+VV-A
x (VA) = VVxA—i—VVxA
(A><B) B-(VxA)— A (VxB)
Vx(AxB)=A(N-B)—B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B
Vx(VxA)=V(V-A)—-AA

7.6 Integralsitze

In der Physik spielen zwei Integralsdtze, in denen Differentialoperatoren vorkommen, eine wichtige
Rolle.

7.6.1 Gauflscher Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz besagt:

/leFdV— / F.dA (7.25)
A=0V
Hier sind:
F . Vektorfeld
V' : Volumen

A =0V : Rand des Volumens (Flidche, die das Volumen einschlief}t)
dA : Vektorielles Flachenelement (7.13a), zeigt nach auflen.

Voraussetzungen:

» A ist hinreichend glatt und n existiert.

» F ist stetig differenzierbar.

» ,Locher” (z.B. Residuen) in V miissen beim Rand berticksichtigt werden.
Aussage:

» linke Seite: ,Summation iiber alle Quellen und Senken in F'.

» rechte Seite: Fluss von F' durch den Rand S.

-3
ot
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» Bedeutung:

Aus V fliefit heraus, was hineingeflossen ist, plus das, was in Quellen entsteht, minus das, was in
Senken verschwindet.

7.6.2 Integralsatz von Stokes

Fiir ein Vektorfeld F' und eine orientierbare Fliache A gilt:

/ (rot F) - dA — / F(r)- dr (7.26)

A C=0A
Oberflachenintegral Linienintegral
Dabei sind:
F . (differenzierbares Vektorfeld
dA : vektorielles Flachenelement
A : Fléache
C =0A : Rand der Fliche (schliefit A ein)
f(zx) / 0A
"
Aussage:

» linke Seite: Integration iiber die Wirbel auf der Fliche A.
» rechte Seite: Linienintegral entlang des Randes von A.

Interpretation der rechten Seite als Arbeitsintegral: Auf einem geschlossenen Weg wird (nur) dann
Arbeit erzeugt / Arbeit verrichtet, wenn rot F(r) # 0 auf A, vgl. 7.5.5 b).

7.6.3 Beispiele

1) Betrachte:

x
F=|y|l=r=re
z



Berechne: (Kugel mit Radius 1?)

€r
or Or
dA =50 %5, =

™

3 /—/h
R’sinfey x e,

—_————

27
F.-dA= / d@/ dy re, - (R?sinf)e,
P% / —~—

0 F dA
r = R weil auf der Kugeloberfléche

™

27
= R3/sin9d9 dy = 47 R?

0 0
Nach dem Gauflschen Integralsatz:

R iy

/ F-dAz/diVFdeS/dr/
1% VH?;—’ , ,

21
d9/ dy r?sinf = 47 R3
0

Kugelvolumen %ﬂ'R3

2) Betrachte:

F=

o8 o
I
ﬁ

Arbeitsintegral fiir einen geschlossenen Kreis

24 cosp
r= sin ¢
0
—sinp
d
< cosp |, ¢ €l0,2n]
de
0
2 0 —sinp
W:/dgo 24cosp || cosp | =
0 0 0
F ar
de
Nach dem Satz von Stokes:
o 2+§§osgo o € [0,27]
T eelo
0
1 27 0
W:/I'OtF'dA:/dQ/d(p 0] -
0 0 1
rot F'

2
um | 0 | mit Radius 1.
0
27
/(200scp+cos2 p)dp=m
0 0 ™
0
0
Y
o 1o}
90 <0

VEKTORANALYSIS
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KRUMMLINIGE KOORDINATENSYSTEME 8

8 Krummlinige Koordinatensysteme

8.1 Bedeutung

Oft sind die kartesischen Koordinaten x,y, z nicht die beste Wahl zur Berechnung einer physikali-
schen Fragestellung.

Beispiel: Das Gravitationspotential

1
o(r) = —GMmm

1
/$2+y2+22

héngt nur von r = |r| ab. Das wére hier die geeignete Koordinate.

=—GMm

Es ist also sinnvoll, in ein fiir das Problem geeignete Koordinatensystem zu wechseln. Also wird
eine Koordinatentransformation notwendig:

x(u1, ug, us)
r(ur,uz,u3) = | y(ur,uz,u3) (8.1)
z(u1, ua, us)

Damit sind die Skalarfelder eindeutig gegeben:
f(r) = f(z(u1,u2, u3), y(ur, us, uz), 2(u, uz, usz)) (8.2)

Bei Vektorfeldern muss allerdings auch die Basis zu den neuen Koordinaten passen, sonst gewinnt
man nichts fiir die Rechnung.

A(ur, ug, uz) = ay, (U1, uz, u3)ey, (u1, uz, uz)
=+ au2 ('LLl, u2, U3)eu2 (Ul, U2, U3)

+ Qg (U1, u2, uz)ey, (U1, uz, us) (8.3)
Dabei konnen die neuen Basisvektoren e, selbst wieder von den Koordinaten abhéngen.
Was sind die geeigneten Basisvektoren e,,;?

Sinnvollerweise wahlt man die Tangentialvektoren an eine Koordinatenlinie.

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten in 2 Dimensionen

€y , r-Linie, ¢ = const.

e,: tangential an der ¢-Linie
e,: tangential an der r-Linie

79
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Beispiel: Kugelkoordinaten in 3 Dimensionen

[ L f-Linie

p-Linie

\ \ e,: tangential an der r-Linie
N4 Yy ep: tangential an der 6-Linie
7 . o e
. / ' e,: tangential an der ¢-Linie

/ \ £ r-Linie
\

Die Koordinatenlinien sind die Linien, entlang derer sich nur eine der neuen Koordinaten u; dndert
und alle anderen festgehalten werden. Eine solche Anderung wird in jedem Punkt gerade durch die
partielle Ableitung des Ortsvektors beschrieben.

Mit (8.1) lauten dann die normierten Tangentialvektoren:

1 or
ey = T 0 (8.4a)
mit h; = g; (8.4b)

Wie erhélt man nun die Komponenten 4,7

Antwort: Mit einer Projektion auf die neue Basis:
A=Ae,+ Aye, + Aze,
Dann:

Ay, =A-ey, = Aze, ey, + Ayey - ey, +Aze, - ey,

K3

8.2 Wichtige Koordinatensysteme

8.2.1 Zylinderkoordinaten

Die Koordinaten sind g, ¢, 2.
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N

0=/ 2?4+ 9?
(p = arctan (y)
T

Man beachte die Mehrdeutigkeit des arctan.

Umgekehrt:
T = 0Ccosy
Yy = gsinp
Basisvektoren:
0 COS
r=|psinyp
z
0COs cos
e, = |osinp | = |sing
00 z 0

Ist bereits normiert: |e,| =1

0 COoS —psin
€,= | osinp | =] ocosyp
Op z 0
ho =€y =0
—sinp
e, = | cosyp
0

Der letzte Basisvektor ist der unveranderte Vektor e,.

Man beachte: e, und e, hingen von ¢ ab.
Zur Beschreibung des Ortes eines Punktes reichen zwei Vektoren.

T = 0e,+ ze,

Grund: e, zeigt immer zur Projektion des Punktes auf die x, y-Ebene.

(8.6a)

(8.6b)

(8.8a)

(8.8b)

(8.9)

8

81
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8.2.2 Kugelkoordinaten

Die Koordinaten sind r, 8, ¢.

Y

x = rsinf cos @
y =rsinfsinp

z =rcosb

Daraus erhalt man:

or sin @ cos
e, = — = [ sinfsiny
or cos 6
or cosf cos p
Normiere —, dann ey = | cosfsin ¢
00 —sinf
or —sinp
Normiere %, dann e, = | cos¢p
0

Fiir den Ortsvektor erhilt man:
r=re,

In e, steckt die ganze Richtungsinformation des Punktes.

82

(8.10a)

(8.10Db)

(8.10c¢)

(8.11a)
(8.11b)
(8.11c)

(8.12a)

(8.12b)

(8.12¢)

(8.13)



KRUMMLINIGE KOORDINATENSYSTEME
8.3 Ableitung

In krummlinigen Koordinaten miissen wir beachten, dass auch die Basisvektoren Ableitungen # 0
haben koénnen.

a = Z ai(u1, ug, uz)e;(u1, uz, u3)
i=1

3
(7.3a) Oa; ' ' de;
Ou,@ = g (eZ + a28u2> (8.14)

i=1 Qug

Beispiel: Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten

i7'—£(e+e)
e’ ae gt

(8.14) | . .
= QeQ + Qeg + Z€, + Z€,

e, =0 (Weil nicht vom Ort abhéngig)

q [cos® —psinp —sing
€o= g |sinw | = | beosp | =@ cosp | = e,
0 0 0
—_——
€p

Also:

T = 0e, + ope, + ze,

8.4 Ableitung der Differenzialoperatoren

8.4.1 Allgemein

In krummlinigen Koordinaten kann man die Differentialoperatoren aus der Kettenregel fiir die
Ableitung herleiten.

Mit
r = r(uy, ug, us)
erhdlt man
¢(ur,uz,uz) = (r(u1, uz, us))

und

Alur, ug,uz) =Y ey, Ay, (U1, ug, ug).

(2
Daraus erhéalt man allgemein:

B 1 0¢
Vo = z; euihii@iui ; (8.15)

8
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FORMELN FUR DIE DIFFERENTIALOPERATOREN
wobei
o _ 1 or
or
d hy=|—|.
un o,
Weiterhin:
1 0 0
leA(ulvu%u?)) m {6 Uy (huzhusAul) 8U2 (hulhusAuz)
0
b (hahis )| |
AV = # 9 <huzhw 3V> 9 (hmhusav)
hulhu2hu3 _6u1 hu1 8u1 OUQ hU2 8’&2
(2 (Pt 0V
811,3 hu3 aU3 ’
1 [0 0
0 u2hu36 1 _6’&2 ( 3 3) 8U3 ( 2 2):|

1 0 0

+ huth3e 2 |:8'U,3 ( 1 1) 8U1 < 3 3):|
1 0 0

huo Auy) — =— (hy, Ay .
e | g (i) = g (i Au)|

8.4.2 Beispiel

Gradient in Zylinderkoordinaten:
€y, €y, €, mit hy=1, hy,=0p, h, =1
Es folgt also:

vV =

8.5 Formeln fiir die Differentialoperatoren

8.5.1 Definition des Nabla-Operators in kartesischen Koordinaten

9 9 I
_. 9 9 9 _|s
\Y exax +eyay +ezaz djzz

8.5.2 Gradient

8V(r)+ 8V(r)+ oV (r)

€z

grad V(r) =VV(r) =e;

ox €y oy 0z
= ega‘gér) + e@; agg‘) + e, 8‘(;3) (Zylinderkoordinaten)
oV (r) N 10V (r) 1 oV(r)

Ty a9 T sing Oy

(kartesische Koordinaten)

(Kugelkoordinaten)

(8.4a)

(8.4b)

(8.16)

(8.17)

(8.18)
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8.5.3 Divergenz in Kugelkoordinaten

8x 8y 8z
19 19A,(r) | 0A.(r)
19 19 1 0A,(r)

= ——(TQAT(T)) -+ Ay(r)sind) +

rsinﬁ%( rsind  OJy

Ein Vektorfeld mit div A = 0 heifit ,quellenfrei®.

8.5.4 Rotation in Kugelkoordinaten

rot A(r) =V x A(r) = e, {314 2(r)  0Ay(r )} e, [8A 2(7) 8Az(r)]

oy 0z ox
Le, [8A r) ]
—e [?Ma@ Tl
A B 2
L L%(A@(r) sin ) — 8%”9;”}
e R Cl]

[ o) - 2250

+e,—
Ein Vektorfeld mit rot A = 0 heifit ,wirbelfrei®.

8.5.5 Laplace in Kugelkoordinaten

o’V(r) 9*V(r) 0*V(r)
022 T o az2

S (o)
oV (r)

Q 2 022
L 87’( ) 19 (inﬁ(‘?V(T)) L1 V)

o r2sin?19  Qp?

AV (r)=V?V(r) =

72 sin 9 99

8
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9 Fourierreihen und Fouriertransformation

9.1 Fourierreihen

In der Natur kommen viele periodische Ablaufe vor, z.B.
» in der Zeit: Schwingungen, Umlaufbahnen
» in Zeit und Raum: Wellen

Oft ist man an den vorkommenden Frequenzen interessiert und will das Signal in seine Teilfrequen-
zen zerlegen. Dies ist die Aufgabe der Fourieranalyse.

9.1.1 Voraussetzung und Definition

Fiir jede Funktion f(x), die
» periodisch ist mit der Periode L,
» eindeutig und stetig ist, (Ausnahme: endlich viele Unstetigkeitsstellen),
» innerhalb einer Periode nur endlich viele Extrema besitzt,
» fiir die das Integral von |f(x)| tiber eine Periode konvergiert,

kann eine Fourierreihe

> 2k 2k
f(z) = % + kz::l [ak Cos (21:) + by, sin <2x>] (9.1)
mit den Fourierkoeffizienten
g "t 21k
a = — / f(z) cos (W$> dz, keNy (9.2a)
L L
zo
g "ft 27k
by, = — / f(x)sin <7rx> dz, keN (9.2b)
L L
o

entwickelt werden, die an allen Stetigkeitsstellen von f(z) konvergiert ([zg, o+ L] ist ein beliebiges
Intervall der Lénge L).

Das heifit, jede periodische Funktion, die die oben genannten Dirichlet-Bedingungen erfiillt, kann
durch eine Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen dargestellt werden.

f(x)
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Die Fourierreihen entsprechen der Zerlegung der Funktion in ihre elementaren Schwingungen mit
den Frequenzen

2k
sl AR

Die Fourierkoeffizienten aj und b driicken aus, wie stark jede Frequenz wjy an der periodischen
Funktion beteiligt ist:

k e N. (9.3)

2
wy = % Grundfrequenz
21k
W = % =wi k, Kk > 1 hohere Harmonische

Die Fourierreihe (9.1) mit den Koeffizienten (9.2a) und (9.2b) ist moglich, weil fur k, ¢ > 0:

zo+L

2k 27l
/ sin <Z:1:> cos (zaz) dz =0 (9.4a)
)
xo+L
2k 27l L firk=/=0
/ cos | ——x|cos | —=z | dr =14, (9.4b)
L L 50k, sonst
T
xro+L
2k 21l L
/ sin <2:L‘> sin (zx) dr = §5k,€ , k{#0 (9.4¢)
T
mit dem Kronecker-Delta:
1 firn=m
) = 9.5
i {O sonst (9:5)
Beweis von (9.4a)
Falll: k=¢=0
xo+L
/ sin (0) cos (0) dz =0
xo
Alle anderen Fille:
+L
sin 7 T | cos 7 r ) do
T
oty 1
- = QLknx . 727\'}61",2 L QWZix 727([1",[
= 2i(eL e L)2<€L +e L)dx
)
zo+L
_ l (627r(12+2)ix n ezw(k;mx e 277(12%)1‘:0 e 27r<12e)ix> da
43
T
ro+L
_ l <627r(kL+£)im e 27'r(kL+l)i$> + i <627r(12—£)i$ e 21r(kL—£)i:C> da
43 4q
)

58
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xo+L xo+L
1 / (W) qor ) /
2 L 2

)

(277(]2— 2 x) dx

o

Integrand fithrt immer volle Pe-
rioden aus, also =0

Also:

xo+L

Integrand fithrt aufler fir k = ¢
volle Perioden aus (also = 0), fiir
k = ¢ ist das Integral auch = 0.

zo+L

:% / sin (W&f) dx+% / sin (Ww) dr=0

zo

Daraus folgt (9.4a).

Beweis von (9.4b)

Fall 1: k=£=0
o+ L

cos (0) cos (0) dz = L
—_——
xo 1

Alle anderen Fille:

o+ L

zo

/ cos (mw> cos (Wx> dx
L L

zo

_ / %(QQWLMQJ +e_272kim) (6

xo
xo+L

:% / {cos(Wm)—l—cos

o

2 L

2w (k+40)i 2w (k—2)1
(6 I T 4e L %

27 li _ 2wl

L% 4e Lm)dx

_ 27w (k+L)d _ 2n(k—£)i
+e I T4te T x) dz

(=)

L

zo+L zo+L
xo o

Integrand fihrt fur k,/ > 0 in
[x0, 2o+ L] immer eine oder meh-
rere volle Perioden aus, also = 0

Zweites Integral fir k = ¢

2
ds) SN————

Daraus folgt (9.4b).

xo+L
1 2 —
1 / COS(W“%) Gt

Integrand fithrt fir k,¢ > 0, au-
Ber fiir k = £ in [zo,zo + L], im-
mer eine oder mehrere volle Pe-
rioden aus

9
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Beweis von (9.4c)

o+ L

/ ,(27rk),<27r€>d
S| —x | S| —x X
L L
zo
xro+L
_ Al(ﬁ@aﬂ;%%)i(gﬁmfgﬁﬂgdx
21 21
xo
xro+L 1
2 (k+£)1 2n(k—20)i 2 (k—20)1 2 (k+4£)1
_ —4(@ (L+>x_e (L)x_e, (L>x+€, (L+)x>da}
zo
oty 1
w(k+4£)% w(k+4£)1 w(k—4£)% w(k—4£)1
_ / 1 <62 (L+>f”+e—2 (L+)$> 1 (_62<L>$_€_2<L)m> da
4 4
xo
xo+L xo+L
1 / (27r(k£) )d 1 / (2w(k+£) )d
= — COS| ——— xr— = COS| ——— xr
2 L 2 L
xo xo
firk=2¢ L nur volle Perioden, also immer =

2
fiir k # £: volle Periode, also=0 0

Also:

L

)
9 k.l

Daraus folgt (9.4c).

Nimmt man an, dass die Form (9.1) der periodischen Funktion existiert, folgen mit (9.4a), (9.4b)
und (9.4c) sofort die Fourierkoeffizienten (9.2a) und (9.2b).

9.1.2 Komplexe Darstellung

a) Umrechnung und neue Koeffizienten

9.1) ag > 2k . [ 27k
flz) = > + Z {ak cos (Lx) + by, sin (Lx)]

k=1
o0
4.18a) Q a 2mki 2mki b 2mki 2mki
(4.182) £+Z k (eTx_i_e* L 5") +i_<eTl“_e*TI)
(4.18b) 2 2 27
k=1
ag | ag — by 2mki,  ap + by 2wk
I S S
2 21
~~— k=1 Lre—o> —r ———
co Ck C_f
> 2mki
- e
k=—00

Die komplexe Fourierreihe lautet also:

fa)= Y e et (9.6a)

k=—00



mit dem Koeffizienten

xro+L

| #@e

zo

o — ap — ibg (9-2a) l
KT o L

Anders herum gilt natiirlich:

ap =ck+c—, b =1i(ck —c_g)

b) Symmetrien und Beziehungen

_ 27ki
L Tdx

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION

(9.6b)

(9.6¢)

Symmetrien der Funktion schlagen sich auch in den Fourierkoeffizienten nieder.

relle Funktionen: f(z) = f(x)

Ck = C_k , a‘k:2Re(Ck) )

imaginire Funktionen: f(x) = —f(7)

k= —Ck, ar=2ilm(c),

symmetrische Funktionen: f(z) = f(—x)

Ck =Cf, ar=20, b,=0

antisymmetrische Funktionen: f(x)

Cp = —C_g , ap — 0 N bk = 2ick
9.1.3 Beispiele
a) Dreieck-Funktion
: : 2|z]
Dreieck-Funktion: f(z) =1— < -

b = —2Im(cy)

bk =2 Re(ck)

= —f(-2)

9
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Fourierkoeffizienten:

L
cg._a>2/2<_2lwr> (25) a
ap = I I cos Lx T

L
0 L
= I I COs I xT x I / I COS I xT xT
L

_L
2
0 L
1 (27r/~c )] 1 [ <27rk >r
= cos | —x — CcoSs T

(mk)?2 L L (mk)? I .
1+1=2 Fk ungerade {_2 k ungerade

1—1=0 k gerade 0 k gerade

(mk)?
0 falls k gerade

{ 4 falls k ungerade

Es gilt by, = 0, weil f(x) eine gerade (=symmetrische) Funktion ist.

(9.6b) ap — by {(Wi)Q falls k& ungerade

f—
2 0 falls k gerade
Somit:
(9.1) 4 2m(2k — 1)
flz) = Z 5 cos< x)
= (m(2k — 1)) L
2 2m(2k—1)i

(9.6a) >
= 2 G@monrt

b) Rechteck-Funktion

Rechteck-Funktion
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Fourierkoeffizienten:

|

L
. 1 ki
Cr (8.£) /f(a:)e_sz Tdx
0

L

L
3
1 ki 1 ki
:Z/e_Qkadxfz/e_ZLkIdx
0 L
2

1 L [ _2nki 1% 1 o
= T Lok Cadk ki (1-e™)

e—Tki_1

B —% fir k ungerade
o fiir k gerade

(9-6¢) 0

ap =
b (9.6¢) % fiir £ ungerade
b 0 fir k gerade

Somit:
X4 (on(2k—1)
fl@)y=3 sin ( a:)
= m(2k—1) L
s 27 2m(2k—1)i
=2 wmon° "
k=—o0 7T( o )

9.2 Fouriertransformation

9.2.1 Motivation aus der Fourierreihe

In Unterabschnitt 9.1.1 haben wir gesehen, dass man eine periodische Funktion allein durch ihre
Fourierkoeffizienten aj und by, darstellen kann. Sie enthalten samtliche Information tiber f(x) und
mit (9.1) kann f(x) eindeutig dargestellt werden.

Das kann man als Basisentwicklung verstehen, bei der sin(wiz) und cos(wz) die Basisfunktionen
darstellen und die Koeffizienten ay, by den Beitrag der einzelnen Basisfunktionen zu f(x) festle-
gen.

Man kann dies mit der Basisdarstellung eines Vektors vergleichen:

a = E a;e;
%
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FOURIERTRANSFORMATION

Frage : Gibt es so etwas auch fiir nichtperiodische Funktionen?
Antwort : Ja, dafiir finden Integraltransformationen Anwendung.

In diesem Kapitel werden wir die Fouriertransformation kennen lernen. Eine weitere nennenwerte
aber hier nicht behandelte Integraltransformation wére die Laplace-Transformation.

Fur die Fouriertransformation betrachten wir zunéchst:

£@) 2 Y e e ()

= 27 1 an
s s
:nzz_oo 7 Qﬂécnexp(an:c)
o e s
> Ak et f(ky) (9.7a)

f (ky) kann als Funktion von k,, aufgefasst werden, weil zu jedem n eindeutig ein k,, gehort.

Man kann nun eine nichtperiodische Funktion als eine Funktion mit unendlicher Periode auffas-
sen:

L—oo, Ak—0

Dann:
1 70 f(k) e** dk (9.7b)
o7 ¢ )
zo+L
N A ooy 1 °f ik
mit f(k) ="Lc, = Lf / f(z) e "™ dx
xo
(f200) / f(z) ¢ da (9.7¢)

9.2.2 Definition

Man bezeichnet die k-abhéngige Funktion

oo

A 7 .
o) 2 [ @ da 939)
—0o0
als die Fouriertransformierte von f(x). Die inverse Fouriertransformation

1
y I / Fk)e* ak (9.9)

beschreibt die Riicktransformation von f(k) nach f(z) oder, anders ausgedriickt, die Darstellung
von f(x) in der kontinuierlichen Basis ¢**, k € R mit den Koeffizienten f(k). Die Gleichungen
(9.8) und (9.9) beschreiben den Darstellungswechsel von z nach & und umgekehrt.
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Zur Bezeichnung der Fouriertransformation und ihrer Inversen schreibt man oft auch:

Fk) = F(f)(k)
f@)=F (=)

Zuletzt noch eine Anmerkung zum Vorfaktor 1/2x: Die Aufteilung des Vorfaktors

f(k):/~--dx, f(x):;ﬂ/...dk:

ist willkiirlich. In der Literatur findet man vielfach andere Aufteilungen, ndmlich

f(k):\/%/...dx, f(:z):\/%/...dk;
F(k) 1/-.-dm, f(x):/...dk

T2

oder

fk) = /f(m)e—27rik33 dz | flz) = /f‘(k.)e%rikx dk |

9.2.3 Wichtige Beispiele und Relationen

a) o-Funktion

F(o(z—a))(k)= / §(z — a)e™™*® dg = ¢~ika

Fiir die Umkehrung muss dann also gelten:

o0

. 1 . .
]_-—l(e—zka)(l,) — % / e—zkaezk:v dk

/ eth(@=a) q L d(x —a)

—0o0

1

" or

Das heifit, wir haben eine neue, wichtige Darstellung der §-Funktion gefunden:

o(x —a) ! / etk@=a) gk

:g .

L [% —ika—a)
_ ik(z—a) qf
271'/;006

b) Wichtige Fouriertransformierte

Wichtige Fouriertransformierte, die hdufig in der Physik eine Rolle spielen, sind:

» Fouriertransformation der §-Funktion:

Fo(a))(k) "=V 1

(9.10a)
(9.10b)

(9.11a)

(9.11b)

(9.12)

9



9.2 FOURIERTRANSFORMATION

» Fouriertransformation der 1:

o

F)(k) = / e dz U orsy (9.13)

—0o0

» Fouriertransformation der Gaufl-Funktion:

o0
f(e_mQ)(k) = / e~ g=ikz gy
—00
oo ) 5 9
= /efa[z+%] 7%1 dz
— 00
K2 a ik ]2
— e 4a / efa[er%] dax
—00
~VF
2
= e %, a>0 (9.14)
a

» Fouriertransformation des exponentiellen Abfalls:

f(e*a‘xl)(k:) = / e~ lele=tke qg
0 00
_ / e(a—ik)m dzr + /e—(a+ik)r dx
—00 0
1 . 0 1 ) oo
= (a—ik)x _ —(a+ik)x
a— ik e [ a+ ik g Jo
1-0=1 0—-1=-1
1 . 1 a+ik+a—ik
a—ik  a+ik a? + k?
2a
R — 9.15
a? + k2 (9-15)

Das Ergebnis ist die Lorentz-Kurve.

» Fouriertransformation trigonometrischer Funktionen:

F(cos(at))(w) = / cos(at)e ™" di

—0o0
[e.e]

_ L/ iat —iat\  —iwt
= / 3 (e +e )e dt
—00
17 17
_ = —i(w—a)t = —i(wta)t
2/6 &+2/e dt
—0o — 00

L) 15w — a) + 6(w + a)] (9.16a)
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Analog erhélt man:
F(sin(at))(w) = im [0(w + a) — 6(w — a)] (9.16Db)

Man kann sich ganz allgemein merken, dass periodische Funktionen ein diskretes Fourierspek-
trum besitzen.

f@) W)y diskretes Fourierspektrum
periodisches Signal in der Zeit ‘
wWo 2wy 3wy 4wy W
c) Faltung
Wir betrachten das Produkt
fi(z) = g(z)h(x) (9.17a)

zweier Funktionen g und h und seine Fouriertransformierte:

[e.o]

/ g(x)h(x)e ™ dz

A (9.17a)

Flh@)®) = ik °Z

(5.30) 7 yi —ikx
2 [ dwg@) [ oty - bl dy e

h(z)

. 0o 0o 1 00 ‘ ‘
(91:1b) /dxg(w)/dy;/dﬁe_w(y_x) h(y)e—zka:
s

S(y—z)

1 00 . 0o ‘
=5 / At [ dzg(z)e -0 / dy h(y)e ™
s

= o [ Fot- 0 Fuy@
- % / Gk — 0) h(0) de (9.17b)

Man nennt das Integral

o0

/ Gk — 0 h(0) e (9.18)

— 00

Faltung von ¢ mit h.
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Das Ergebnis dieser Rechnung ist also, dass die Fouriertransformation des Produkts zweier Funk-
tionen g und h die Faltung der beiden Fouriertransformierten g und h ergibt. Umgekehrt gilt fiir
die Faltung

fala) = [ 9w hia—y)dy

dass ihre Fouriertransformierte
F(f2)(k) = g(k) h(k) (9.19)

gerade das Produkt der beiden Fouriertransformierten g und h ist.

9.2.4 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Man kann die Fouriertransformation auch in mehreren Dimensionen definieren. Sie lautet dann in
N Dimensionen:

Lies: Integriere
jede Komponente
von —oo bis 0o

—
fo) = [ @V fla) e (9.200)
f@) = (zi)N / Ak f(k) et (9.20D)

Als Beispiel fiir eine mehrdimensionale Fouriertransformation soll nun noch die Fouriertransfor-
mierte der dreidimensionale Funktion

fry=ed a>0
bestimmt werden. Das dafiir benotigte Integral

d3r
~—~

f(k:) (9'2:03*) / efa|’r‘|efik-7"
—00 dzdydz

lasst sich am einfachsten berechnen, wenn man in Kugelkoordinaten iibergeht und — in Gedanken
— fiir jedes k das Koordinatensystem von 7 so dreht, dass k = ke, in z-Richtung zeigt. Dann erhélt
man

rf=r,

k-r=ke, -r=kz=krcosf
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und somit:

2

f(k) = /T2d7’/81n9d9/d¢ e*C”"e*ichosa
0 0 0

a=cos o 2 -1 —ar _—ikra
= -2 rdr dae e
da=-—sin 6d6 0 1
& 1 X -1
— _27.[./ dr T2 e ar [efzkra}
0 —ikr 1

2m [ —ar; ikr —ikr
—?/ dre “ir [e —e ]
2
:_W[/ dre o ; zkr+/ dre ar _')zkr‘|
k1Jo

6““‘ e—tkr

8k

_ 2r 0 (a—ik)r —(a+ik)r :|
= T ok [ /0 dr + / dr

_ 27 0 l ; {6_(a_ik)7«]°° 7; [6—(a+ik)r}?]

k Ok a—1ik 0 a+ik
=1 -4
_ 2rda+ik+a—ik 4w 0 a
Sk ok  a®+k2 k Oka®+ k2
47r —2ak 8ma

T @+ k22 (a2 + k2)2
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