




5.5
∣
∣
∣ Greensche Funktion

d.h. wenn wir G(x, z) bestimmt haben, können wir für jede beliebige Inhomogenität

b(x) die Lösung einfach nach (5.30) berechenen. Dies gilt nur für die Lösung im

Intervall a ≤ x ≤ b.

Versuch: Einsetzen (5.30) in (5.19)

b∫

a

N∑

i=0
ai

di

dxi
G(x, z)

︸ ︷︷ ︸

δ(z−x)

b(z)dz = b(x),

falls das der δ-Funktion entspricht ist die Gleichheit erfüllt.

Wir sehen also G(x, z) muss Lösung sein von

N∑

i=0
ai

di

dxi
G(x, z) = δ(z − x) (5.31)

Weiterhin muss G(x, z) folgende Bedingungen erfüllen:

� G(x, z) muss so gewählt sein, dass y(x) die gewünschten Rand- oder An-

fangswerte erfüllt. Also, wenn y(xj) = 0 für bestimmte xj , dann auchG(xj , z) =
0.

� Gleichung (5.31) lässt sich nur erfüllen, wenn dN

dxN G(x, z)
∣
∣
∣
x=z → ∞, bei den

niedrigeren Ableitungen macht das keinen Sinn.

� Das ist möglich, wenn die Ableitungen wie folgt aussehen:

z z

dN−1

dxN−1G(x, z) hat einen Sprung bei x = z. dN−2

dxN−2G(x, z) hat einen Knick bei x = z.
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Alle niedrigen Ableitungen sind bei x = z differenzierbar und somit auch stetig.

Die Bedingungen können verwendet werden um G(x, z) zu bestimmen, denn berech-

ne:

lim
ε→0

z+ε∫

z−ε

N∑

i=0
ai

di

dxi
G(x, z)dx = lim

ε→0

z+ε∫

z−ε
δ(z − x)dx

= 1

Linke Seite:

aN lim
ε→0

[

dN−1

dxN−1
G(z + ε, z)− dN−1

dxN−1
G(z − ε, z)

]

(N-ter Term)

+
N−1∑

i=1
ai lim

ε→0

[

di−1

dxi−1
G(z + ε, z)− di−1

dxi−1
G(z − ε, z)

]

︸ ︷︷ ︸

=0, weil stetig




N − 1-ter bis

1-ter Term





+ lim
ε→0
a0G(z,z)ε

︸ ︷︷ ︸

=0

(0-ter Term)

Es bleibt übrig:

aN lim
ε→0

[

dN−1

dxN−1
G(z + ε, z)− dN−1

dxN−1
G(z − ε, z)

]

= 1 (5.32)

Für x ≠ z ist δ(z − x) = 0, dort muss G(x, z) also die homogene DGL erfüllen und

die Abhängigkeit von z kann nur in den Koeffizienten stecken.

G(x, z)
(5.22)=

N∑

i=1
ci(z)e

λix , x ≠ z (5.33)

oder analog für (5.23).

Anmerkung: Dieses Vorgehen funktioniert genau gleich bei nicht-konstanten Koef-

fizienten ai(x) der DGL.
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