0-FUNKTION

3 O-Funktion

Die 6-Funktion ist eigentlich gar keine Funktion, sondern eine spezielle irreguléare
Distribution mit kompaktem Tréager, die in der Mathematik und Physik von grundle-
gender Bedeutung ist.

3.1 Auftreten und Definition

Die Dirac’sche-§-Funktion hat viele Anwendungen in der Physik, z.B.
m HilfsgroRe beim Rechnen, vgl. Abschnitt 5.5
m Beschreibung von StoRen
m In Pseudo-Potentialen in der Quantenmechanik

Sie ist definiert tiber

b
fall b
Jf(x)é(x - x0)dx = {f(XO) asas=xo= (3.1)

0 sonst

0(x — x¢) =0, falls x # xg.

und sie ergibt erst in Zusammenhang mit einer Funktion f(x) einen Sinn.

Die S6-Funktion ist trotz ihres Namens keine Funktion sondern eine Distribution.
Distributionen sind stetige, lineare Funktionale auf dem Raum D der Testfunktion,
das heilt sie sind Abbildungen:

T:D-R; af+Bg+~ T(xf+Bg)=aT(f)+BT(g) €R (3.2)

Dabei enthilt D die Funktion f, deren Trdger kompakt ist und die beliebig oft diffe-
renzierbar sind (f € C®).

Zusammenhang mit der §-Funktion: Ts(f) = [ f(x)6(x — x¢) dx = f(xp), das heilit
die Funktion f wird abgebildet auf ihren Wert bei x = xj.
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3.2 ‘ APPROXIMATION DER 0-FUNKTION

3.2 Approximation der §-Funktion

Die 6-Funktion lasst sich nur iiber (3.1) angeben. Man kann keine explizite Funktion

nennen. Es gibt aber Approximationen, zum Beispiel:

n falls —L<x<L
n

On(x) = 2
0 sonst

_ N ax?

On(x) = ﬁe
n 1
On(X) = o TnExe
80 (x) = sin(nx)
X

Fur alle Funktionen gilt:
lim 6, (0) —» o
n—oo

,%E{}ﬁn(xﬂ)) -0

2n

(3.38)

(3.3b)

(3.30)

(3.3d)

(3.4)

Die Grenzwerte existieren also nicht fiir x = 0. Trotzdem kann man sie als Approxi-

mation der §-Funktion verstehen in dem Sinn, dass

Xofb
lim j £ (x — x0) dx = f(x0)
Xpo—a
BEWEIS fir (3.3a):
Seia> 5
Xot+a
lim S(x)n(x)dx
xXo—a
X0+ 2
(3.32) _ T i —
= J nf(x)dx—rllglgon(F(x0+ Zn) F(x
Xo—ﬁ
_1 Flxo+%)-F(xo-%
e:nhm( ( 0 2) ( 2))
=0 &
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_1
" on

= F'(x0) = f(x0)

)

(3.5)



6-FUNKTION

Oft schreibt man: %1_1% On(x) = 6(x).

Aber Vorsicht: Das setzt die Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwert in (3.5)
vorraus! Der Grenzwert existiert aber nicht fiir x = 0! Diese Schreibweise darf nicht
wortlich genommen werden. Sie steht symbolisch fiir (3.5).

Visualisierung der Approximation %e’""z mitn € {1,3,6}:

J S(x)dx &1 (3.6)
J 5(x) £ (x) dx 2 £(0) (3.7)
5(x)x =0 (3.8)

BEWEIS:

J S() fx)xdx Eof0) =0

= T dx 0 £(0)

1
6(g(x)) :Zmé(x—xn), (3.9)
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3.4 BEISPIELE FUR DIE ANWENDUNG DER §-FUNKTION

wobei die x;, alle (einfachen) Nullstellen von g(x) sind.
Insbesondere folgt aus (3.9):

Fir g(x) = —x
o(—x) =6(x)

Fir g(x) = bx
1
6(bx) = mé(x)

3.4 Beispiele fiir die Anwendung der §-Funktion

(=9

J F) (Bx 1) = 8(x + 1)) dx = £(1) - f(~1)

—

x28(x-1)dx =1

—_—r .‘_‘%N

x%5(x +2)dx =0

—

J e X§(x —y2)dx = e’

— 0

[ Foaste - xo ax = foxo)

j 3x28(x +2)dx =12

(3.10)

(3.11)

(3.12a)

(3.12b)

(3.120)

(3.12d)

(3.12€)

(3-12f)



5.5 GREENSCHE FUNKTION

5.5.2 Vorgehen an einem Beispiel

Aufgabe: Lose die DGL

L (5.34)
dxz” Y Sin(x) >34
im Intervall 0 < x < 5 mit y(0) = y (%) =0.
Schritt 1: Allgemeine Losung fir x # z
(5.28) A(z)cos(x) + B(z)sin(x) x <z
G(x,z) 7= ) (5.35a)
(5.24b) [ C(z) cos(x) + D(z) sin(x) x> z
A(z),B(z),C(z),D(z) : z-abhingige Koeffizienten
cos(x), sin(x) : Losung der homogenen DGL
Schritt 2: Die Randbedingungen fordern
G(0,2)=G(Z,2)=0 (5.35b)
Hr_}! - 2 y - 5-35
x<z—A(z)=0 -
x>z-D(z)=0
und es bleibt:
B(z)sin(x) x<z
G(x,z) (5359 (5.350)
(535h) [ C(z) cos(x) x>z
Schritt 3: Stetigkeit und Sprungbedingung (5.32) auswerten:
hn(}(G(z +&2)-G(z—-¢6,2)) =0,
—
also mit (5.35c¢):
C(z)cos(z) — B(z)sin(z) = 0, (5.36a)

und aus (5.32):

lim

(dG(z+s,z) B dG(z—e,z)) 1
=0 v

dx dx
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

also mit (5.35¢):
—C(z)sin(z) — B(z)cos(z) = 1 (5.36b)

Die Gleichungen (5.36a) und (5.36b) liefern unter Verwendung der Identitat sin? (x) +
cos?(x) = 1:

C(z) = —sin(z) (5.37a)
B(z) = —cos(z) (5.37b)

Schritt 4: Greensche Funktion aufstellen:

(5.350) —cos(z)sin(x) x <z
G(x,2z) = , (5.38)
(5.37a),(5.37b) [ —sin(z) cos(x) x >z
Schritt 5: Bestimmen der Losung von (5.32)
v = [ 6,2 o
0
x s
(538) _ J cos(x sm(z) J C(.)S(Z) dz
sm(z) sm(z)
= —x cos(x) + sin(x) In(sin(x)) (5.39)

Anmerkungen:

m Die gleiche Greensche Funktion kann nun bei gleichen Randbedingungen auch
fiir jede andere Inhomogenitat verwendet werden.

m Die hier vorgestellte Methode funktioniert nur bei homogenen Randbedingun-
gen y™ (x;) = 0. Liegen diese nicht vor, transformiert man

fx)=y(x)+g(x)

mit einem g(x) so, dass f(x) homogene Randbedingungen erfiillt. Man 16st
die DGL fir f(x).
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