DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNKTIONEN MEHRER VERANDERLICHER ‘

7 Differential- und Integralrechung fir
Funktionen mehrer Veranderlicher

Die Differential- und Integralrechung fir Funktionen mehrer Verdnderlicher unter-
scheidet sich gegeniiber der herkommlichen Infinitesimalrechnung im Hinblick auf
die Anzahl der Variablen und den damit verbundenen Besonderheiten und verdnder-
ten Regeln.

7-1 Differentialrechnung

7-1.1 Partielle Ableitung
a) Einfithrung

Die partielle Ableitung ist die Verallgemeinerung von (1.3) und hat fiir eine Funktion

f(x1,...,x,) die Form
of _ lim S, xi + Ay, x0) — f(X1, 00 Xy, X)) 1)
aXi Xj—00 Axi

Sie entspricht der Ableitung (1.3), wenn wir alle anderen x; festhalten (als konstant
betrachten).

Beispiel:

fx,y,2) = f(r) =x?2+y2 + 22 = |r|

of 1 2y y

Y _ = = = (7.2
0 2 [x2+y24z2 7l 7.2)
Es gibt mehrere Schreibweisen:
0
O o f=tf 73)
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oder (%)y, heift: Ableitung von f nach x, wobei y festgehalten wird.

Auch hohere Ableitungen folgen dem Schema (7.1).

Beispiel:

fx,y) =4/x2 + 2

of . x o _ ¥y

ox  [x24y2 0y [x2 12

*f 1 1 x2x P
ox*  x24y2 2 \/xZ +y23 \/Xz N y23
o2 f x2

3v2 . —3

ay x2 +y2
o°f  Af Xy

- - 3
0x0y 0yox \/m

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ldsst sich immer vertauschen!

b) Kettenregel und totale Ableitung

Betrachte eine Funktion f(x, vy, t), wobei x und y selbst wieder von t anbhédngen.
x=x(t), y=y(1)

Dann:

d
af(x(t),y(t),t)

of dx of dy of

Tox dt oy dr | ot 7-4)

(7.4) heilt totale Ableitung.
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Beispiel:

fx,y)=xe™” mitx=1+t, y ==t

7.4) af dX+ of dy af
ox dt oy dt at
—— — =~

ey 1 —x e~y 3t2 0

=e YW - 312 x(t) e’V

= (=363 -3t2+1) e

—f(X(t) y (1))

¢) Zum Unterschied zwischen partieller und totaler Ableitung

Die Definition besagt:

fx+&y) - fx,y)
&

0 .

3 oY) = lim
Alle Variablen auller x werden in diesem Fall festgehalten. Das gilt auch, wenn y
selbst wieder von x abhangt:

muss festgehalten werden
( X pe
X f ] y

Wirkt nur auf dieses x
Warum ist das so?

Das ist die Definition der partiellen Ableitung. Sie wirkt nur auf die expliziten Abhén-
gigkeiten. Die totale Ableitung wirkt auf die expliziten und impliziten Beitrage:

dt \ oxot t

d( 92 exp(tx(t)))
d
af(x(t),t) o0

0 d 0
2 Fx,n (at exp(tx(t)))

d
af(X(t),t) E (x(t) exp(t x(1)))

x(t) exp(t x(t)) +x(t) exp(t x(t))(x(t) +t x(t))
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