6.3 VEKTOROPERATIONEN

Bemerkung: Die Axiome des Skalarprodukts lauten mit drei Vektoren x, y und z und
dem Skalar o
(x|x) =0, insbesondere (x|x) € R
(x|x)=0<x=0
komplex konjugiert
(axly) =& (xIy)
(xlay) = x(x]y)
(x+ylz) = (x]|z) + (¥l|2z)
(xly +2z) = (x]y) + (x|z)
(xly) = (¥Ix)

In kartesischen Koordinanten lautet das Skalarprodukt fiir zwei Vektoren v und w
uber dem R"

n
(wlw) => viw;, v,weR",
i=1

wiahrend uber einem komplexen Vektorraum C" gilt

M=

ww)= > t;w;, v,weC.

1

~
I

6.3.2 Vektorprodukt

Mit dem Vektorprodukt
c=axb (6.10)
fithrt man einen Vektor c¢ ein, der orthogonal zu a und b ist und den Betrag
lcl = lallb|sin($) (6.11)

hat.
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Der Betrag |c| entspricht dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das von a und b

aufgespannt wird.

Die Vektoren a, b, ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshcdndiges Dreibein. (Rechte-
Hand-Regel)

Beziehungen:

(a+b)xc=axc+bxc (6.12a)

bxa=-axhb (6.12b)

Achtung: Das Vektorprodukt ist NICHT kommutativ!

In kartesischen Koordinaten gilt die Komponentendarstellung:

al b a b3 —as b;
axb=|lay|x|by|=|asbi—-a1b3|=c (6.13)
as bg ay bz —ar bl

Ist das Vektorprodukt in der Physik relevant?

m Drehimpuls:

L=r xXp
~
Ort ympuls
m Lorentzkraft:
Ladung el. Feld Magnetfeld

— —
F= 4 (E +v xB)
—

Geschwindigkeit der Ladung
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A-2 Zur Berechnung von Determinanten

In der Vorlesung wurde die Jacobi-Determinante im Zusammenhang mit mehrdimen-
sionalen Integralen eingefiihrt. In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden,
wie man eine Determinante berechnet.

Zur Determinante

Eine Determinante ist eine Abbildung, die einer quadratischen Matrix eindeutig eine
Zahl zuordnet. Diese kann reell oder komplex sein. Das hingt von den Matrixele-
menten ab. Man schreibt fiir die N x N-Matrix

ain a2 T aiN a, aip s aiN
as - : a1
A= , detA =
: aN-1,N : I AaN-1,N
aNag -+ AanNN-1 AaAN,N aNg -+ AaNN-1 AaN,N

und meint mit letzterem die Determinante von A.

Zur Berechnung einer Determinante

Allgemein lasst sich eine Determinante mit dem Entwicklungssatz berechnen. Dieser
besagt, dass fiir eine Determinante gilt:

N

detA = > (-1)""Vay,detAy, (1 <p <N, fest) (A1)
v=1
N

detA = > (-1)"*Va,,detA,, (1 =v <N, fest) (A.2)
u=1

Dabei ist Ay, in Gleichung (A.1) die Untermatrix, bei der sowohl die Zeile u als auch
die Spalte v, also die Zeile und die Spalte, in denen das Matrixelement a,, steht,
entfernt wurden. Dies ist nun eine (N — 1) x (N — 1)-Matrix, also eine Dimension
kleiner als die Matrix A. Den Entwicklungssatz kann man rekursiv anwenden, bis
man bei einer 1 x 1-Matrix angekommen ist, deren Determinante einfach das einzige
verbleibende Matrixelement ist. Da man in Gleichung (A.1) tiber alle Matrixelemente

A
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der Zeile yu summiert, spricht man in diesem Fall von der ,Entwicklung nach der
u-ten Zeile“. Ganz analog kann man sich tiberlegen, wie die ,Entwicklung nach der
v-ten Spalte“ in Gleichung (A.2) funktioniert. Uber den Entwicklungssatz ist der Wert
einer Determinante definiert, d.h. der Satz ist mehr als eine Berechnungsmethode. Er
legt eindeutig fest, was der Wert einer Determinante ist. Fiir kleine Matrizen gibt es
einfache Formeln, so dass man sich den - im ersten Moment vielleicht kompliziert
wirkenden - Entwicklungssatz fiir diese nicht merken muss.

Zur Berechnung einer 2 x 2-Determinante

Fiir eine 2 x 2-Determinante erhalt man:

detA =

=ad-cb
=ad-c
d

Man kann sich einfach merken: Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus
Produkt der Elemente der Nebendiagonalen.

Zur Berechnung einer 3 x 3-Determinante

Fir Determinanten von 3 X 3-Matrizen gibt es ebenfalls noch eine einfache Methode,
die Regel von Sarrus:

a b c
detA=1|d e f|=aei+bfg+cdh-gec—hfa-idb
g h i

Um sich die Regel von Sarrus leicht merken zu kénnen, schreibt man sich - nach
etwas Ubung meist nur noch in Gedanken - die ersten beiden Spalten noch einmal
neben die eigentliche Determinante:
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Mit diesem Bild vor Augen addiert man die Produkte der Matrixelemente, die mit
durchgezogenen Linien verbunden sind, und subtrahiert davon die Produkte der Ele-
mente, die mit gepunkteten Linien verbunden sind.

A
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A-5 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema der Form

al,n a2 ain
a1 azpz v azn

A= | ) . ) (A.3)
adm1 aAmp2 **° Amn

nennt man eine m X n-Matrix. Das Matrixelement a; ;j [andere gebrauchliche Schreib-
weise: (A); ;]| steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.

Besondere Matrixformen

Ist die Zahl der Spalten und Zeilen gleich, liegt also eine n x n-Matrix vor, spricht
man von einer quadratischen Matrix.

Die Matrix 0, bei der alle Matrixelemente verschwinden, a; ; = 0, heit Nullmatrix.

Eine quadratische Matrix D, bei der nur die Elemente auf der Hauptdiagonalen d; ;
von Null verschieden sind,

din O e 0 0
0 dzp 0 0
D= )
0 0 An-1n-1 0
0 0 0 dnn

heilt Diagonalmatrix.

Die Diagonalmatrix E (manchmal auch 1 genannt), bei der alle Diagonalelemente den
Wert d;; = 1 haben, heillt Einheitsmatrix.

A
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Transponierte und adjungierte Matrizen

Vertauscht man in der Matrix A ihre Zeilen und Spalten, so erhdlt man die zu A
transponierte Matrix, die den Namen AT trédgt. Im Beispiel aus Gleichung (A.3) erhélt
man:

T T T
ayy ayp o Ay ajn azi v ama
aT aT e aT a a P a
AT 2,1 2,2 2,m (A3) 1,2 2,2 m,2
T T T
an1 Ap1 "' Apm aAin aAmn " Ammn

Man beachte, dass so aus einer m X n- eine n x m-Matrix wird. Fir die einzelnen
Elemente gilt entsprechend alT‘ ;= (AT)i, i = aji = (A)j. Man kann sich das Trans-
ponieren als Spiegelung der Matrixelemente an der Hauptdiagonalen vorstellen.

Im Fall komplexer Matrixelemente a; j definiert man dartber hinaus die zu A adjun-
gierte Matrix AT, die zusétzlich zum Transponieren noch komplex konjugiert wird,
At = AT, Fir ihre Elemente gilt a] ; = (A");; = @j; = (A) .

Spur und Determinante

Fiur quadratische Matrizen A sind mit der Determinante det(A) und der Spur Tr(A)
zwei wichtige Skalare definiert, die sich eindeutig aus der Matrix ergeben. Die Deter-
minante ist aus ihrem eigenen Infoblatt bekannt. Die Spur einer n X n-Matrix A ist
die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente:

n
Tr(A) = z aii
i=1

Symmetrische, antisymmetrische, hermitesche und antihermitesche
Matrizen:

Eine quadratische Matrix nennt man symmetrisch, wenn die Elemente a; j und a ;, al-
so die beiden Elemente, die bei einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen vertauscht
werden, gleich sind, a;j = a ;. Fir symmetrische Matrizen gilt AT = A, das heilt die
Matrix ist mit ihrer transponierten identisch.



INFOBLATTER

Eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft AT = —A nennt man antisymmetrisch
oder schiefsymmetrisch. Fir ihre Elemente gilt a; ; = —a ;. Daraus folgt sofort, dass
alle Diagonalelemente verschwinden mussen a; j = 0.

Eine komplexe quadratische Matrix, die mit ihrer adjungierten identisch ist, AT = A,
nennt man hermitesch oder selbstadjungiert. Fur ihre Matrixelemente gilt a; j = a; ;.
Entsprechend nennt man Matrizen mit der Eigenschaft AT = —A oder a;; = —-@;;
antihermitesch.

Vektoren als Matrizen

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor

a
a

an

kann als n x 1-Matrix aufgefasst werden. Die zugehorige transponierte 1 X n-Matrix

aT = (al ar P an)

bezeichnet man als n-dimensionalen Zeilenvektor.

Gleichheit zweier Matrizen

Zwei Matrizen sind gleich, wenn alle ihre Elemente gleich sind.

Addition und Subtraktion

Zwei m x n-Matrizen A und B werden addiert oder subtrahiert, indem man die Ele-
mente, die sich an der gleichen Stelle befinden, aufaddiert oder von einander subtra-
hiert. Ein Beispiel ist:

ail aip bii bip a1 *bin aip+bip
A+B= + =
a1 azp ba1 bap az1*£by1 azp+byp

A
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Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl

Wird eine Matrix mit einer Zahl multipliziert, so multipliziert man jedes Element mit
dieser Zahl. Beispiel:
a,r aie cain caip
cA=c ’ Tl = ‘ ’
azi  azp cazq cazp

Multiplikation zweier Matrizen

Die m x n-Matrix A und die n x p-Matrix B lassen sich in der Form multiplizieren,
dass als Produkt eine neue m x p-Matrix C entsteht, deren Elemente

cij = 2. aikby,
k

lauten.

Die Multiplikation merkt man sich am einfachsten, indem man die Matrizen - nach
etwas Ubung ganz automatisch in Gedanken - in Zeilen- und Spaltenvektoren auf-
teilt. Fiir die Matrix A erhdlt man m Zeilenvektoren der Dimension n:

T
ai,lr a2 -+ Ain az
T
a1 azz -t An az,
A= . . ) . =
T
aAm,1 AaAmz2 -°° Amn azm

Entsprechend kann man die Matrix B in p Spaltenvektoren der gleichen Dimension
n aufteilen:

b1 bip -+ by
b1 brp -+ bay

B=| . : .= (hs1 bs> --- hSp)
bn,l bn,Z et bn,p
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Dann lassen sich die Elemente der Matrix C als Skalarprodukte dieser Vektoren ver-
stehen:

az;1-bsi azi-bs; --- azi-bsy

az-bsy azx-bsx -+ az-bgy
C =

azm -bsit azm-bsp -+ azm-bsp

Naturlich schreibt man das nie in diesen Schritten auf, sondern stellt sich nur die
entsprechenden Zeilen und Spalten vor und multipliziert diese im Kopf. Als Regel
merkt man sich, dass Matrizen multipliziert werden, indem man Zeilen mit Spalten
multipliziert.

Man beachte, dass das Matrixprodukt nicht kommutativ ist. Fiir das Produkt zweier
Matrizen A und B heillt das im Allgemeinen AB # BA. Selbstverstandlich sind die
beiden Reihenfolgen nur dann moglich, wenn A eine m x n-Matrix und B eine n X m-
Matrix sind.

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Eine Multiplikation eines n-dimensionalen Vektors mit einer m x n-Matrix funktio-
niert exakt so wie die Multiplikation zweier Matrizen, wenn man einen n-dimensionalen
Spaltenvektor b als n x 1-Matrix auffasst:

T
ar az - b
T
azz azr - h
Ab = =
T
aAzm a;m - b

Das Ergebnis ist ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Analog gilt fiir einen m-dimensionalen
Zeilenvektor bT, den man als 1 x m-Matrix verstehen muss:

hTA=hT<a51 as; ---a5n>=(b-a51 b-as, - h-a5n>
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Skalarprodukt als Matrixprodukt

Das Skalarprodukt a - b kann im Sinne des Matrixprodukts als Multiplikation des
Zeilenvektors a® mit dem Spaltenvektor b verstanden werden:

a-b=a"b (A.4)
Dyadisches Produkt
Mit dem dyadischen Produkt
a1b1 albz e albm
aby  axb, --- azbm
a®b=ab’ =
anb1 anb> -+ anbm

wird aus den Vektoren a und b eine Matrix gebildet. Dazu wird der n-dimensionale
Spaltenvektor a mit dem m-dimensionalen Zeilenvektor bT im Sinne des Matrixpro-
dukts multipliziert. Es entsteht eine n x m-Matrix

Inverse Matrix

Gibt es zu einer n x n-Matrix A eine weitere n x n-Matrix B, fir die gilt, dass das
Produkt von B mit A die Einheitsmatrix E ergibt, so nennt man B die Inverse zu A
und schreibt B = A~1. Es gilt also:

A'A=AAT=E

Nicht jede Matrix besitzt eine Inverse. Gibt es jedoch eine Inverse zu A, nennt man
A invertierbar. Wie man die Inverse berechnet, wiirde den Umfang dieses Blattes
sprengen. Das kommt aber ganz sicher in der Mathematik. In ein paar Spezialfillen,
die auf diesem Blatt vorkommen, erhilt man die Inverse auf einem sehr einfachen
Weg.
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Inverse und Transponierte bei Produkten von Matrizen

Die Inverse eines Produktes AB von Matrizen ist

(AB)"' =B7'A7!,

wie sich leicht zeigen lasst, denn:

(AB)"'AB=B'A"'AB=B 'EB=B'B=E
E E

Fiir die Transponierte des Produktes AB findet man mit etwas Uberlegung:

(AB)T = BTAT
Orthogonale Matrizen
Eine n X n-Matrix
iy "2 - Tin
Y21 22 -+ T2n
R=1| . . _ .= (1’51 rsa - 'T’Sn)
ni Tn2 - Tun

nennt man orthogonal, wenn alle ihre Spaltenvektoren rs; paarweise orthogonal
aufeinander stehen und auf 1 normiert sind, wenn also #s; - ¥s; = &;; fur alle
i,j € {1,2,...,n} gilt. Das gilt dann automatisch auch fiir ihre Zeilenvektoren. Aus-
gedriickt tiber das Matrixprodukt kann man diese Bedingung sehr einfach schrei-
ben:

RR'=R'R=E

Das heil’t also, das Produkt einer orthogonalen Matrix mit ihrer Transponierten er-
gibt die Einheitsmatrix. Oder anders ausgedriickt: Die Transponierte einer orthogo-
nalen Matrix ist ihre Inverse.

Es ldsst sich leicht beweisen, dass die Menge aller orthogonalen n X n-Matrizen eine
Gruppe bilden. Man nennt sie die orthogonale Gruppe O(n). Ebenfalls kann man

A
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einfach berechnen, dass eine orthogonale Matrix nur die Determinante +1 oder —1
haben kann. Die orthogonalen n X n-Matrizen mit der Determinante +1 bilden eine
eigene Gruppe, eine Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe heillt
und mit SO(n) bezeichnet wird.

Drehungen im Raum mit Matrizen aus SO(3)

Die Matrizen aus SO(3) sind in der Mechanik besonders wichtig, weil sie Drehungen
beschreiben. Wird ein Vektor x auf eine orthogonale Matrix R multipliziert, x’ = Rx,
dndert er nur seine Richtung, nicht seine Liange. Dass x’ und x den gleichen Betrag
haben, lasst sich sehr einfach berechnen. Dazu gehen wir vom Betragsquadrat aus
und schreiben das Skalarprodukt wie oben als Matrixprodukt:

! ! A- A_ A.
x -x = (Rx) - Rx “* (Rx)"Rx Y xTRTRx = x"x “* x . x

Ein einfaches Beispiel fiir eine Drehung um den Winkel @ um die z-Achse ist die

Matrix
cos(p) -—sin(p) 0

R: (@) = | sin(p) cos(p) O
0 0 1

Wahlt man den Vektor a® = (1 0 0) und @ = 17/2, sollte die Matrix den Vektor a
gerade auf die y-Achse drehen. Kommt das so heraus?

-1 0 1 0
R (mm/2)a=]1 0 O of=11
0 1 0 0
Schiefsymmetrische 3 x 3-Matrizen
Aus der Bedingung a;; = —a;,; fiir schiefsymmetrische Matrizen lésst sich ablesen,

dass die Diagonalelemente a;; verschwinden miissen, a;; = 0. In drei Dimensionen
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hat eine schiefsymmetrische Matrix

0 —w3 w2
Q= w3 0 — w1
—w2 W 0

also nur drei Komponenten. Die Multiplikation einer solchen schiefsymmetrischen
Matrix Q mit einem Vektor kann mit Hilfe des Vektorprodukts umgeschrieben wer-
den in

Qa=wxa,
wobei
w1
w = | W
w3

Unitidre Matrizen

In Ergdnzung zu den orthogonalen Matrizen sei noch angemerkt, dass ihre Entspre-
chung bei komplexen Matrizen die unitdren Matrizen sind. Fiir unitdre Matrizen
gilt:

UU'=U'U=E

Symplektische Matrizen
Wesentlich wichtiger werden in der kanonischen Mechanik aber - je nach gewéahltem
Schwerpunkt - symplektische Matrizen werden.

Die reellen symplektischen (27 x 2n)-Matrizen bilden ebenfalls eine Gruppe. Zu ihr
gehoren alle Matrizen M, die
M'JM =]

0, E,
J = (—En on)

mit der Matrix

A
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erfiillen. Dabei sind 0,, und E,, die n X n-Null- und -Einheitsmatrizen. Symplektische
Matrizen haben die Determinante +1 und die Inverse einer symplektischen Matrix
lautet:

M=y M) mit J'=J'=-J

140
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