KOMPLEXE ZAHLEN

x: Realteil bestimmt den Betrag |e?| = e*
y: Imaginarteil bestimmt das Argument arg(e®) = y

Betrachte nun den Spezialfall:

e mit p e R

[ei?]| = Vei® e~iv = \eilo—9) =1

e'? liegt auf dem Einheitskreis
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Re(z)
elm=-1 (4.17)

4.3.2 Trigonometrische Funktionen

Mit (4.7) lassen sich ganz einfach die komplexen trigonometrischen Funktionen ein-

fihren:
1 iz —iz
cos(z) = > (e +e ) (4.18a)
1 ) )
sin(z) = > (e‘z - e‘lz> (4.18b)
1 eiz _ e—iz
tan(z) = I m (4.18C)
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4.3 FUNKTIONEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN

4.3.3 Hyperbelfunktionen

Mit (4.18a), (4.18b) und (4.18¢) sieht man sofort:

4180 % (e7% +e7) = % (€7 +e7%)

= cosh(z) (4.19a)

(418p) 1
21

i sinh(z) (4.19b)

cos(iz) ¢

sin(iz) (e7% —e?) = = (e —e7?)

weiterhin:
_ sinh(z)
tanh(z) = cosh(z) (4.190)
cosh(z)

COth(Z) = m (4-19d)

Beispiele:
e? +eZ = Xt 4 extiy
_ ex+iy + ex+iy
— ex+iy + exfiy

=¥ (eiy + e‘iy)

2e* cos(y)

e? +_e*2 _ ex+iy + e—x+iy

= 2¢Y cosh(x)

cos(o) sin(x) = 4% (ei‘" + e“"") (ei‘" - e‘i"‘)
_ 4% (eiZ(x _ efi2a>
= %sin(Z(x)

Mit Hilfe der komplexen Darstellungen (4.18a), (4.18b) und (4.18c) lassen sich leicht
die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen beweisen.



KOMPLEXE ZAHLEN

4.4 Mehrdeutige Losungen

4.4.1 Wurzeln

Wir wissen bereits

z2=-1 (4.1)
hat zwei Losungen
z == (4.3)
Wie sieht das fiir z3 = 1 aus?
Behauptung: Die Losungen sind:
21 LA
z1=1, zp=e¢e'7, zz3=e'3

Woher kommt das?

Wir kénnen jede komplexe Zahl schreiben als

w %y el
Die gleiche Zahl wird auch beschrieben durch
w Dy pil@r2km oz (4.20)

Die Gleichung z" = w = v e!® = y e!{(®+2kT) hat die Losungen
1 n (D 4 2y
Zn=wn = Yr ettt (4.21a)
Das ergibt n verschiedene Losungen, z.B.
k=0,1,2,...,n—-1 (4.21b)
Weiteres Beispiel:
z4=1

Losungen: z; =1,z =-1,2z3=1, z4 = —1
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4.5 RIEMANNSCHE BLATTER

4.4.2 Logarithmus

Auch die Losung von
e =w (4.22)
hat wegen der Vieldeutigkeit von (4.20) mehr als eine Losung, namlich:
z=In(w) 2" (r /@2 = i(g + 2kmT) +In(r)
= i@ + 12k + In(r) (4.23)
Der Logarithmus hat unendlich viele Losungen.

Den Teil In(w) = In(v) + i mit 0 < @ < 271 nennt man Hauptwert.

In(e) =1+ i2ktr Hauptwert: 1 (4.24a)
In(1) =0 + ik Hauptwert: 0 (4.24b)
In(i) = In (e"%) = ig + 2k Hauptwert: ig (4.24C)
In(-1) =In (e”r) =i+ i2kTT Hauptwert: i1 (4.24d)

4.5 Riemannsche Blitter

Wir betrachten z? = w fiir w = re®. Nach (4.21a) und (4.21b) gilt:

z1=ret?
2y = ¥ ei(5+m) (4.25)
Im(z)
g7
Re(z)
\ z
Kreis » =const. 0 < @ <2711
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KOMPLEXE ZAHLEN 4

Die ,obere” z-Ebene (Im(z) > 0) reicht aus, um tiber (4.25) jeden Punkt auf der w-
Ebene zu erreichen. Das gleiche gilt fiir die ,,untere® z-Ebene.

Damit die Zuordnung trotzdem eindeutig ist, fithrt man Riemannsche Blditter ein.

Anmerkungen:

v Im(z)/_\ Im(w) Im(w) ‘
27 27 N
Re(z) Re(w) Re(w)
N\ 2N\
W 2. Blatt

Die Aufteilung obere/untere Halfte ist willkiirlich. Man kann auch andere Auf-
teilungen vornehmen.

Die getrennte Zeichung oben ist nicht vollstandig. Die Blatter liegen eigentlich
Ubereinander und sind in einem Schnitt verbunden: Riemannsche Flciche.

Fur w = 0 gibt es nur eine Losung z; = z> = 0. An solchen Punkten stoRen

die Blatter immer aufeinander. w = 0 heilt Verzweigungspunkt und liegt auf

beiden Blattern.

Die n-te Wurzel benétigt n Blatter

Der Logarithmus bendtigt unendlich viele Blatter.
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