GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

oder
¢(x) = [ blxe ™ dx (5.90)
oder

Vp(x) ::%Zi eAX) Jb(x)e‘*“") dx (5.9d)

Yp(x) ist eine spezielle (partikuldre) Losung von (5.4). Wir konnen auf diese jede
Losung yp(x) der zugehorigen homogenen DGL (5.7a) addieren, denn

(Vh(x) + ¥p(x))" =, (x) + ¥, (x)

~

(Sld)y;n (x) (5.:4)y;’ (x)

Also lautet die allgemeine Losung von (5.4):

y(x) ;Siz) ceA) 4 pAX) Jb(x) e~ A% qx (5.9€)
5.9

Beispiel:

yix)=-2xy(x)+ gfg
a(x) b(x)
daraus folgt: A(x) = —x?

yr(x) =ce ™

Yp(x) = e J4x e dx =2

| S
2 ex?

Losung: y(x) =2+ ¢ e

5.3.2 Nichtlineare DGL 1. Ordnung

Nichtlineare DGL 1. Ordnung sind von der Form y’(x) = F(x,y) mit beliebig kom-
pliziertem F. Im Allgemeinen existiert keine geschlossene Losung. Ein allgemeingiil-
tiges Losungsverfahren gibt es also nur in Spezialfidllen, welche wir im Folgenden
behandeln werden.

=a(x) yn(x) +a(x) yp(x) + b(x) = a(x) (yu(x) + yp(x)) + b(x)
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

a) Separable Gleichungen

Form: y'(x) = f(x) g()

dy
formen: — =
Umformen dx f(x) gy)

dy
gy Jf(x)dx

Seien die Stammfunktionen:

dy

CO=]3950

und

F(x) = Jf(x)dx
bekannt. Dann lautet die Losung zu (5.11):

y(x) =G (F(x) +0¢)

Fiir diese Darstellung muss G umkehrbar sein.
Beispiel:

:% F(x) ay)

—t— r-’ﬁ'_)—
Y x)=x+xy>="x (1+y%

dy
T+2 dex
arctan(y) = %xZ +c

y(x) = tan (%xz + c)
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(5.12)

(5.13a)

(5.13b)

(5.130)



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

b) Geschickte Substitution

Gelegentlich lasst sich eine DGL durch eine gilinstige Substitution auf eine bekannte,
l6sbare Form bringen.

Beispiel: Bernoulli-DGL

v =a(x)y+b(x)y* ,xeR,ax=+0,1 (5.14)
Substitution:
z(x) = (y(x)' (5-152)
Z'(x) = (1-0) (¥(x)"* ¥ (x)
oder
YOOy () = =2 () (5.15b)

Multiplikation von (5.14) mit y~¢.

Y (x) (¥(x)™* = a(x) (¥ () *+b(x) (5.150)
—_— —_—
(541:5b) Z]’i);) (5.1:5a)z(x)
Z'(x) = (1- o) (alx) z(x) + b(x)) (5.15d)

Auf diesem Weg konnen wir eine DGL der Bernoulli-Form (5.14) immer zu einer linea-
ren DGL umformen, die mit den Methoden des vorherigen Abschnitts losbar ist.

5.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
Allgemeine Form:

N
> ai(x)yV(x) = b(x) (5.16)

i=1

5
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LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

5.4.1 Eigenschaften der Losungen

Aus der Form (5.16) erkennt man, dass wenn die y;(x) miti = 1,...,n Losungen der
homogenen DGL zu (5.16) mit b(x) = 0 sind, so auch

Yr(x) =D ¢ yi(x), ¢ eC (5.17)
i=1

Sind die y;(x) alle unabhédngigen Losungen von (5.16), heillt yy(x) allgemeine Lo-
sung der homogenen DGL.

Ist fiir b(x) # O (inhomogene DGL) y,(x) eine partikuldre Losung der DGL, so 19st
auch

Va(x) = Yr(x) + ¥p(x) %27 S ¢; vi(x0) + yp(x) (5.18)

1

die DGL (5.16).

Haben wir eine DGL von der Form (5.16), miissen wir also yx(x) und y, (x) bestim-
men, um ihre Losungen zu erhalten.

Mit nicht konstanten Koeffizienten a(x) kann es beliebig kompliziert werden. Daher
beschranken wir uns auf konstante Koeffizienten.

5.4.2 Konstante Koeffizienten

Form:

N
> a; yP(x)=b(x) (5.19)

i=1 Héangen nicht von x ab.

Vorgehen in Schritten:
(i) Bestimme yy, (x)
(ii) Bestimme ein yp (x)

(iii) Die gesuchte Losung ist (5.18)
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a) homogene DGL
Das heilt (5.19) mit b(x) = O:

N
daiyP(x)=0 (5.20)
i-1

Es gibt eine Standardmethode, die prinzipiell immer funktioniert.
Ansatz: y(x) = e

Einsetzen in (5.20):
N .
> a;Ale™ =0
i=1

e % (), daher Division erlaubt:

N
daidi=anyAV +ay AN+ o+ aid +ag =0 (5.21)
i=1

Das Problem reduziert sich also auf die Losung des Polynoms (5.21). Es heillt charak-
teristisches Polynom. Auf diesem Weg erhalten wir alle N unabhédngigen Losungen
von (5.20). Wir unterscheiden zwei Falle:

(i) Falls alle N Losungen von (5.21) verschieden sind, sind bereits alle y; (x) = e?i¥

linear unabhéngig und die allgemeine Losung hat die Form

N
Yr(x) =D ciel*, ¢ eC. (5.22)
i=1

(ii) Es gibt mehrfache Nullstellen des Polynoms, das heil’t einige A; haben den
gleichen Wert und die zugehérigen Losungen e}* sind nicht unabhéngig.

In diesem Fall gilt:
Ist A; ki-fache Nullstelle, dann lautet die Losung:
M ki—1 ]
Yh(x) = > (Z Ci,j xf) eNX i eR (5.23)
i=1 \ j=1

M ist die Zahl der unabhéingigen (verschiedenen) Nullstellen von (5.21).
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5.4 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

Beispiel:
YO (x) =10y (x) + 40y (x) —82yB) (x) +91y" (x) — 52y (x) + 12y(x) =0
charakteritisches Polynom:
A8 —10A% + 404 — 8223 +91A%2 - 524 +12 =0
=(A3-3)(A2 —2)%(A; - 1)3

A1 =1 st dreifache Nullstelle
A» =2 ist doppelte Nullstelle
Az =3 ist einfache Nullstelle

Losung:

Yr(x) = (€1 + 2 X +¢3 X?) X + (c4 + 5 x) e + cg 3¥

Besonderheit bei reellen Koeffizienten:

Sind alle Koeffizienten a; der DGL (5.20) reell und gibt es komplexe Losungen A; =
«;+1 f; des charakteristischen Polynoms (5.21), dann ist auch die konjugiert-komplexe
Zahl A; = «; — i 8; eine Losung:

N .
Zaj/\ij =0
j=0

Diese beiden Losungen lassen sich dann schreiben als
cieNX 4 ¢ elix
= etxixﬂ'ﬁix + G e(xix—iﬁix
= e%i¥ (cietPix + de‘iﬁf")
=e%* A cos(Bix + @)

=e%* A sin(Bix + @) (5.244)
Das heilt, die Losungen kénnen durch sin(x) und cos(x) ausgedriickt werden. Diese
sind unabhéangig.
Aquivalent zu (5.24a) ist:

Yr(x) =...+e%* (A cos(B;x) + B sin(Bix)) (5.24b)
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b) inhomogene DGL

Wenn fiir die DGL (5.16) die Losung der zugehorigen homogenen DGL der Form (5.20)
bekannt ist, reicht es eine partikuldare Losung von (5.16) zu kennen. Es gibt kein all-
gemeines Verfahren diese partikuldre Losung zu bestimmen. Vielfach sind die Aus-
driicke b(x) aber so einfach, dass leicht eine Losung, oder zumindest ein Ansatz,
erraten werden kann.

Immer einen Versuch wert sind:

(i) fur b(x) = Be®*

Ansatz: y,(x) = Ae™ (5.252)

(ii) fur b(x) = By cos(xx) + By sin(xx)

Ansatz: yp,(x) = A1 cos(axx) + Az sin(axx) (5.25b)

(iii) fir b(x) =By +Bix+Byx%+...+ B, x"

Ansatz: yp(x) = Ag+ A1 x + Ap X2 + ...+ Ap x" (5.25¢C)

(iv) Ist b(x) eine Summe oder ein Produkt der Formen i, ii oder iii, kann man fur
den Ansatz eine Summe oder ein Produkt der gleichen Form versuchen.

(v) Kommt einer der Terme aus i, ii, iii und iv bereits in der homogenen Losung
Yr(x) vor, kann man versuchen, im Ansatz den entsprechen Term mit der
kleinsten Potenz von x zu multiplizieren, sodass der Term sich von allen ho-
mogenen Losungen unterscheidet.

Beispiel:

b(x) = e?*, yp(x) =ae** +be3¥

Vp(x) = Bxe®*

5
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5.4 ‘ LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

c) Beispiele

DGL eines getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
X(t) + 2y x(t) + wix(t) = f(t)

Wo kommt das in der Physik vor?

Beispiel: Federpendel im Olbad.

C M

otor

Ol: geschwindigkeitsabhingige Reibungskraft
Fr = —S/U

Dann lauten die Konstanten fir (5.27):

_Y
Y= om
F
f= Ft) (Kraft des Motors)
m
D
w§ = . D = Federkonstante

44
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Beispiel: Elektrischer Schwingkreis

O
induktive Kopplung

i R 1 Lere (1)

P+ = i+ —1=""
L LC L
—~ — —_—
2y w§ f(t)

Losung der homogenen DGL fiir y < wq (s. Ubungen):

xn(t) = e Y (ae®t + he i@l mit w = /w3 - y?2 (5.28)

Beispiel fiir eine duBere Anregung:

f(t) = A cos(wot)

Ansatz: x, (t) = a cos(wot) + b sin(wot) (5.209a)
Ableiten und Einsetzen in (5.27):

—awj cos(wot) — bw} sin(wot) — 2yawg sin(wot)
+2ybwocos(wot) + aw? cos(wot) + bwd sin(wot) = A cos(wot)

—2yawyqsin(wot) + 2ybwg cos(wot) L A cos(wot) (5.29b)

5
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LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG
Koeffizientenvergleich
cos(wot)
2ywob = A
A
—-b= > (5.290)
Y Wo
sin(wot)
2ywoa =0
-a=0 (5.29d)
Xp () Gzga) 4 sin(wot) (5.29¢€)
(5.290) 2y W0
(5.29d)
Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet also:
(5.28) _yt iwt —iwt A :
Xq(t) =7 e Y (ae™ +be ) + sin(wot) (5.20f)
(5.29¢) 2y wo
d) Integrationskonstanten
Die Losungen (5.22) bzw. (5.23) einer DGL n-ter Ordnung enthalten N Integrations-
konstanten c;. Diese werden festgelegt durch N Bedingungen. Das fiihrt uns auf das
Anfangswertproblem:

¥(0) = Ay, ¥'(0) = Az, ..., YNV (0) = Ay
oder das Randwertproblem:

¥(0) = A1, ¥ (x1) = A, ...
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e) Zusammenfassung

Losungsschema:
(1.) Homogene DGL l6sen:

e funkioniert immer — aber nur im homogenen Fall und nur fiir lineare DGL
mit konstanten Koeffizienten.

(2.) Eine partikuldre Losung der inmhomogenen DGL bestimmen:
Siehe Unterunterabschnitt b)

(3.) Die allgemeine Losung der DGL ergibt sich durch:
Ya(X) = yn(x) + ¥p(x)

(4.) Anfangs- oder Randbedingungen berticksichtigen.

5.5 Greensche Funktion

5.5.1 Allgemeine Betrachtung

Wir betracheten eine inhomogene, lineare DGL:
N .
> aiy(x) =b(x) (5.19)
i=0

von der die Losung vy (x) der zugehorigen homogenen DGL bekannt sei.

Das folgende Verfahren dient dazu, die Losung von (5.19) zu finden, die mit einem
Satz gewahlter Anfangs- oder Randbedingungen vertraglich ist.

Wir suchen dazu eine Funktion G(x, z), sodass wir die Loésung berechnen kénnen
als

b
yix) = jG(x,z> b(z)dz, (5.:30)
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